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Resumen

En econometria es frecuente el uso de modelosragtesivos (AR) para representar procesos
estocasticos lineales. Los modelos AR ofrecen algwaracteristicas deseables tales como la
sencillez para especificar el modelo (seleccionlaprelen) o para estimar los parametros (la
estimacion puede realizarse por minimos cuadradhosresolo paso). Sin embargo, si el proceso
en estudio sigue en realidad un modelo autorregeesiedia mévil (ARMA), entonces no puede
ser representado de forma exacta por ningin moéé&tode orden finito. Por el contrario, un
modelo de orden finito en el espacio de estadoy {Sfuede representar de forma exactamente
equivalente un proceso ARMA. Los métodos de sutiespafrecen ademds la posibilidad de
realizar una especificacion y estimacion rapidepalla de modelos SS.

Este articulo estudia la cuestion de si, al tralvagan procesos tipo ARMA, los modelos en el
espacio de estados obtenidos mediante un métodohispacios proporcionan mejores o peores
predicciones que los modelos autorregresivos estiragor minimos cuadrados. Los resultados
de nuestras simulaciones indican que, cuando epooente MA de un ARMA(1,1) es importante
(cuando su valor es préximo a 1), los modelos exsphcio de estados tienen alta probabilidad de
proporcionar mejores predicciones que los modelgs A
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1. Introduccion
Los modelos autorregresivos (AR) son una opciécuizate para el modelado y prediccidon de
procesos estocasticos lineales. Otras opcioneseinées son los modelos autorregresivos

medias moéviles (ARMA) y los modelos en el espa@cedtados (SS). La formulacion de un
modelo AR(p) es de la forma:

VitaYat...tdYp=8 (1)

donde ees ruido blanco con Eje= 0 y E(g &) = 6% Por su parte, un modelo ARMA(p,q) es
de la forma:

VitaYuat...tdYp=a@t+tbar+... +hyeq (2)

" Este trabajo se deriva de la participacién deastsres en un proyecto de investigacion financjztcel
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y, finalmente, un modelo en el espacio de esta@@s)®s de la forma:
z1=Az+Ke Ecuacién de transicion de estados (3)

Vi =Cz+ @ Ecuacién de observaciones (4)

dondez es un vector (x 1) de variables auxliares denominado vector dedest yA, K, C
son matrices constantes de dimensiones apropiadas.

Los modelos AR ofrecen entre sus caracteristicagatdes la facilidad para estimar los
parametros del modelo (esta estimacidén puede #evarcabo en un sélo paso, sin recurrir a
técnicas numéricas iterativas) y la facilidad pastimar un orden para el modelo. Sin
embargo, si el sistema en estudio sigue un proA&ddA, no puede ser representado de
forma exacta por un modelo AR finito.

Un modelo finito en el espacio de estados si puepeesentar de forma exacta un proceso
ARMA. Ademas, los métodos de subespacios permétalizar de forma rapida la estimacion
de los parametros y del orden del modelo.

En este articulo comparamos, en procesos ARMAE&IMlados, la capacidad predictiva de
modelos autorregresivos con la capacidad predidevianodelos en el espacio de estados.

2. Método

La comparacién de modelos no es directa, porgusesxdistintas técnicas de identificacion
de sistemas (obtencién del modelo: especificaci@stynacion de parametros) que pueden
usarse, y las distintas técnicas pueden condutistmtos modelos. Para la identificacion de
modelos AR elegimos una estimacion que minimicerebr de prediccion en la muestra
(PEM, Ljung 1999), que es equivalente a una estimguor minimos cuadrados (LS), y una
especificacion conforme al criterio de informacdmAkaike (AIC). Para la identificacion de
modelos en el espacio de estados elegimos el tigorde Andlisis de Correlaciones
Canonicas (CCA, Larimore 1983), el cual, dentrdadéamilia de métodos de subespacios,
presenta algunas propiedades Optimas para la fidaotdbn de procesos estocasticos
estacionarios (Bauer and Ljung 2002).

Para distintas réplicas de procesos ARMA(1,1) satiticaron modelos AR y SS (utilizando
muestras de trabajo) y se midid el error cuadratiealio de prediccién a horizonte uno en
muestras de prediccion. Los resultados fueron zags utilizando varios de los estadisticos
propuestos por Diebold y Mariano (2002).

En particular, consideraremos un proceso generd@aiatos ARMA(L,1) cuyas propiedades
estadisticas dependen de un vector de parametrdsd). Para distintas combinaciones de
valores de los parametros, el proceso seguido es:

- Generar 1000 muestras de tamaf{para diferentes valores @® mas 10 observaciones
adicionales en cada muestra, que usaremos pardacadt error de prediccion (muestra
de prediccion).

- Para cada muestra, obtener un modelo SS y un ma&e{asandadl observaciones).



- Paracada=1, ..., 9, 10, medir el error de prediccion aizumte 1 para la observacion
T+ (muestra de prediccion), recalculando los mod&lSsy AR a medida que crece
usando todas las observaciones anteriores.

- Obtener el error cuadratico medio de predicci6noazbnte uno en la muestra de
prediccion, tanto el valor correspondiente a losdetms SS (MSP&) como el
correspondiente a los modelos AR (MQRE

De este modo, para cada tamafio muedtrgl para cada combinacién de valores de los
parametros del modelo ARMA(1,1) obtenemos 1000pdeevalores (MSRfs, MSPER)
gue podemos comparar.

3. Resultados
Consideramos el proceso univariante estocastico A@M) definido por la ecuacion:
Vi-o V1= etben

dondes es ruido blanct(0, o%). Una formulacién equivalente en el espacio dadest es

Zu = 0z +a
w=@+0)z +a

Buscando procesos con distintas propiedades dstadidentro de este modelo ARMA(1,1)
hemos considerado el espacio paraméwico [0, .5, .9, 1] y¢ = [0, .5, .9], y los tamafos
muestralesT = [50, 100, 200, 500]. Dado que el proceso ednatiate estocastico, no hay
pérdida de generalidad por asumieH) = ¢* = 1, dado que similar una serie usando una
varianza E& e) = A% es equivalente a simular la serie usando unanzmi&g @) = 1y
multiplicar los valores por un factdr (equivalente a cambiar la escala). Los estimadores
proporcionados por los métodos comparados (CCA sb8)invariantes frente a cambios de
escala.

3.1. Recuperacion de los parametros del modelo ol

Antes de comenzar las comparaciones “calibrarerf@sapacidad del algoritmo CCA para
recuperar los valores de los parametros del magély o.

Un modelo SS(1) formulado como en (3) y (4):

zy1= Az +Ke
w =Cz+ g

admite una representacion ARMA(1,1) equivalenta&sgda como

Vi-Ay = a6+ (CK-A) e (5)



a la que se puede llegar por eliminacién direct@siado en las ecuaciones{C* (y; - &))
o bien aplicando un procedimiento de conversi6PABMA como el propuesto por Aoki y
Havenner (1991).

Asi pues, una vez tenemos un modelo SS(1) estin@slparametros de una representacion
ARMA(1,1) equivalente pueden obtenerse cafre A, §=C[K - A, 6° =R.

Para cada combinacion de valorespd@ y T generamos 1000 muestras, y para cada muestra
estimamos un modelo SS(1) usando el algoritmo C@l ynodelos ARMA(1,1) usando un
método PEM (Ljung 1999) equivalente a maxima vendgud (ML). A continuacion

calculamos y representamos los sesgos megliegy, 8-68, 6> —o? y sus desviaciones
tipicas.

En la Figura 1 presentamos resultados represevggtara la estimacion @e En general las
estimaciones proporcionadas por CCA estan muy praxia las proporcionadas por ML,
pero para bajos tamafios muestrales 60) las estimaciones CCA presentan una dispersio
mucho mayor que las estimaciones ML.
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Figura 1. Sesgo medio y bandas a +/- 2 errores estandatgestimacion de. Cond = .9 yT =[50, 100, 200,
500]. Los puntos grises corresponden a las estimasiARMA(1,1)-ML y los pequefios rombos rojos (sesg
medio) asi como los triangulos (bandas de errargsponden a las estimaciones SS(1)-CCA. Los wfomra
del rango de las figuras no se han representado.
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Figura 2. Sesgo medio y bandas a +/- 2 errores estandaltgestimacion dé. Cong = .5 yT =[50, 100, 200,
500]. Los puntos grises corresponden a las estimasiARMA(1,1)-ML y los pequefios rombos rojos (sesg
medio) asi como los triangulos (bandas de errargsponden a las estimaciones SS(1)-CCA. Los wwafoera
del rango de las figuras no se han representado.



En la Figura 2 podemos observar valores represardgbara la estimacion del parametro de
media moévild. A medida que el valor dé se aproxima a 1 las estimaciones provistas por
CCA presentan mayor sesgo, mientras que el sesgasdestimaciones ML se mantiene
reducido. Para bajos tamafios muestrales la diépeds las estimaciones CCA es también
mayor.

Notese que la diferente precision en la estimadérios parametros del ARMA no esta
asociada a la representacion elegida (SS o ARMA) ailos diferentes procedimientos de
estimacion elegidos (CCA o ML). En Ieigura 3 podemos comprobar como las estimaciones
obtenidas usando una representacion SS(1) con aoegimiento iterativo ML son
practicamente las mismas que usando la represemta®RMA(1,1). Existen algunas
diferencias pard = 50, pero estas son posiblemente debidas a gudol® métodos usan
estimaciones iniciales distintas para comenzarptamizacion numeérica del procedimiento
ML. El método ML proporciona mejores resultados guéCCA (de hecho, el método ML
realiza una busqueda por métodos numéricos dealdsngtros que maximizan la funcion de
verosimilitud muestral tomando como valores inigsalos proporcionados por CCA), pero es
MAas costoso en términos computacionales, y prekenfaoblemas asociados a los métodos
iterativos.
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Figura 3. Sesgo medio y bandas a +/- 2 errores estandatgpastimacion dé. Cong = .5 yT =[50, 100, 200,
500]. Los puntos grises corresponden a las estimasiARMA(1,1)-ML y los pequefios rombos rojos (sesg
medio) asi como los triangulos (bandas de errargsponden a las estimaciones SS(1)-ML con estimado

inicial para la busqueda numérica proporcionadoqioA. Los valores fuera del rango de figsiras no se han

representado.
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Figura 4. Sesgo medio y bandas a +/- 2 errores estandatgpestimacion de”. Cong = .5 yT =[50, 100, 200,
500]. Los puntos grises corresponden a las estimasiARMA(1,1)-ML y los pequefios rombos rojos (sesg
medio) asi como los triangulos (bandas de errargsponden a las estimaciones SS(1)-CCA. Los wafoera
del rango de laiguras no se han representado.



Por ultimo, la Figura 4 y la Figura 5 muestran tecision en la estimacién d€. Las
principales diferencias se dan de nuevo gara50, donde las estimaciones CCA presentan
una elevada variabilidad.
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Figura 5. Sesgo medio y bandas a +/- 2 errores estandatspaséimacion de®. Cond = .9 yT =[50, 100, 200,
500]. Los puntos grises corresponden a las estimasiARMA(1,1)-ML y los pequefios rombos rojos (sesg
medio) asi como los triangulos (bandas de errargsponden a las estimaciones SS(1)-CCA. Los wfomra
del rango de lafiguras no se han representado.

En resumen, en estos experimentos, asumiendo uafitammuestral superior a 100, el
algoritmo CCA que estamos estudiando recupera éligparametro autorregresivwo del
modelo ARMA(1,1), pero no tan bien el parametravgia movild, especialmente cuando
su valor esta préximo a 1.

Notese que en estos experimentos hemos impuestodeses de las representaciones SS(1)
y ARMA(1,1) para que sean los que correspondemaagso generador de datos subyacente.
Esta condicion es necesaria para que exista umaulacion (especificacion) equivalente
comun de los modelos obtenidos y poder asi companarecision en la estimacion de los
parametros. A continuacion realizaremos comparasiate capacidad predictiva en las que
no impondremos (sino que estimaremos) el ordemsienbdelos (incluyendo modelos AR).
Dado que entonces obtendremos especificacioneguigaéentes, no sera posible comparar
la precision en la estimacion de pardmetros.

3.2. Prediccion

Compararemos la capacidad predictiva de modelosestitnados por minimos cuadrados
(AR-LS) con la capacidad predictiva de modelos $8m@ados por el algoritmo de
subespacios CCA (SS-CCA).

Conforme a la metodologia anteriormente indicadaa gada combinacion de valores {,

T) considerada generamos 1000 réplicas de tarmafdl0. Para cada réplica y para cada
método de identificacién de sistemas (AR-LS, SS-L€#culamos el indicador de calidad
de prediccion a horizonte uno (MSRE&49, usando las ultimas 10 observaciones de la
muestra para medir el error de prediccion, y redaldo el modelo con todas las
observaciones anteriores a medida que avanzamizs rapnestra de prediccion. Por udltimo
comparamos los valores MSR&qo.0btenidos para los diferentes métodos estudiados.

Cualitativamente los resultados mostraron pocartpecia de los valores geconsiderados,
por lo que mostraremos resultados representatimosspondientes @ = .9.



En la Figura 6 mostramos, para distintas combimasal€er y 6, graficos de los 1000 puntos
(MSPExsr-Ls , MSPEs.ccp obtenidos. Los puntos por debajo de la bisealsak primer
cuadrante (definida por la ecuacion MSBREca= MSPEr..s) corresponden a réplicas en las
gue MSPEscca < MSPEr.s, €s decir, en las que los modelos SS-CCA propaacom
predicciones con menor MSPE que los modelos AR-LS.

Hemos representado también la recta de regresidviSfeEss cca sobre MSPRr.s, Y las
pendientes de estas rectas se muestranTanldal; los valores menores de 1 estan a favor de
los modelos CCA.
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Figura 6. MSPE de las predicciones de modelos SS-CCA freM8RE de las predicciones de modelos AR-LS
en series de 1000 réplicas de un ARMA(1,1) gen.9

Tabla 1. Pendientes de las rectas de regresion de MsREsobre MSPRx. s calculadas en series de 1000
réplicas de un ARMA(1,1) cop= .9

0
T 0 0.5 0.9
50 1.02 1.01 | 0.94
100 1.01 0.99 | 0.90
200 1.00 1.00 | 0.92
500 1.00 1.00 | 0.95




En laTabla 2 mostramos el numero de réplicas en las que lolm®&S-CCA “ganan” a los
modelos AR-LS, calculado como el nimero de réplaatas que MSPE.cca< MSPEg.1s
mas la mitad del nimero de réplicas en las que MSBE&E= MSPEgr..s".

Con los datos de l@abla 2 podemos realizar un contraste estadistico bino(Biggel and
Castellan 1988, Diebold and Mariano 2002). Bajbif@tesis nula de que los modelos SS-
CCA y AR-LS tienen a priori la misma probabilidagl groporcionar la mejor (menor MSPE)
prediccion, es decir, la misma probabilidad a pride “ganar” en un “torneo de
predicciones”, el nimero de veces que los mode®B€CA vencen a los modelos AR-LS en
una serie de N réplicas debe seguir una distrilbubiomial tal que la probabilidad de
victorias es

P(x de entreN) = (Tj () (1- 2

Para una serie de 1000 réplicas se tiene P{469541) = 0.991, y P(448 x < 552) = 0.999.
Luego para valores defuera del rango [459, 541] podemos rechazar (car e < 0.01) la
hipoétesis nula de que los dos métodos tienen lemenrobabilidad de proporcionar la mejor
prediccion, y aceptar que uno de los métodos timagor probabilidad que el otro de
proporcionar las predicciones de menor MSPE.

Tabla 2. Numero de replicas en las que MSRE:A< MSPER. s, mas la mitad del numero de replicas en las
que MSPEs.cca= MSPERg. s, de entre series de 1000 réplicas. En negritadlmses significativos para un
contraste binomial (5. P(MSPEs.cca< MSPER.1s) = P(MSPERg..s < MSPEs.cca); o < 0.01, contraste de dos

lados).
0
T 0 0.5 0.9
50 3705 | 472 575
100 420.5 514 653
200 447.5 5445 | 677
500 421 512 644

En laTabla 2 podemos observar como cuando el componente deameiliil @ es 0 (cuando
el proceso generador es un AR), hay diferenciasfeigtivas a favor de los modelos AR-LS,
pero cuando el parametéoes .9, hay diferencias especialmente significatavdavor de los
modelos SS-CCA.

En laTabla 3 podemos ver el incremento porcentual del MSPEodarlodelos SS-CCA con
respecto al MSPE de los modelos AR-LS. Podemos wsaontraste para la “igualdad de
poder predictivo” basado en Diebold y Mariano (20@2do que las 1000 réplicas generadas
para una combinacion de valores de los paramdjaosdn independientes, podemos asumir
que los valoresl = (MSPEs.cca - MSPEr.1s)i , coni = 1, 2, ..., 1000, provienen de
variables i.i.d. (en nuestras simulaciones losaartelogramas de los momentos centrados de
d apoyan la hipétesis de independencia). Asi puesa gontrastar la hipotesis nula
E(MSPEs.ccpi = E(MSPERr.1s)i 0, 10 que es equivalente, (= 0, podemos utilizar el
estadistico

! La incidencia de casos MSEodo1= MSEnewdozresultd ser muy reducida: menos de 5 casos ed®@, ton
aproximadamente un 0.1% de media. S6lo cuando déosduos fueron SS(1)-ML and ARMA(1,1)-ML se
produjerom un nimero elevado de coincidenciasatidg ocasionalmente a superar el 10 %.



_ d,
s=N std(d,)

dondeN es el niumero de replicas (100@7),es la media muestral std(d) es la desviaciéon

tipica de la muestra. Bajo la hipétesis nula l&ithiscion del estadistic8 debe aproximarse a
una distribucion normal. La Tabla 3 muestra valaigsificativos para este contraste eon
0.01 (§ > 2.58).

Nuestros resultados muestran que, para0 (cuando la especificacion correcta es un AR),
los modelos AR-LS tienen mayor probabilidad de propnar predicciones mejores (con
menor MSPE) que los modelos SS-CCrab(a 2), si bien las diferencias en términos
porcentuales son muy reducidas (1 6 2 %. Ver TablaFigura 6). Por el contrario, para el
casof = 0.9 (ahora la especificacion del proceso gemerad es un AR y el valor del
componente MA esta proximo a la unidad), los mal&8-CCA tienen alta probabilidad de
proporcionar mejores predicciones que los modelBsL& (Tabla 2), y las diferencias en
MSPE son mas notables (un MSPE total 7% menor gumas casos: Figura 6 y Tabla 3,
columna derecha).

Tabla 3. Izquierda: incremento en la suma acumulada de MSEJscon respecto a la de MSRE s en series
de 1000 réplicas de un ARMA(1,1) corr .9. Derecha: valores correspondientes del estaalS. En negrita
los valores significativosa(= 0.01).

0 0
T 0 0.5 0.9 T 0 0.5 0.9
50 2% 3% -3% 50 -6,01 | -4,31 | 3,79
100 1% 0% -7% 100 -4,95 | -0,55 12,00
200 0% 0% -7% 200 -1,87 | -0,35 13,24
500 0% 0% -4% 500 -2,60 | 1,00 10,35

Estos resultados nos hacen proponer el uso de as08&8-CCA como alternativas o como

complementos a los modelos AR para la identificadi@ series temporales estocésticas
lineales, dado que ambos modelos pueden obtenerk®rda rapida por procedimientos no

iterativos, poco costosos en términos de tiemponyputacionales, y su capacidad predictiva,
como acabamos de mostrar, puede resultar signticaénte diferente.

4. Conclusiones

Nuestros resultados indican que, para la predicd®modelos ARMA(1,1) con un valor
elevado (proximo a 1) del componente MA, los maosl@n el espacio de estados estimados
por el método de subespacios CCA (Canonical CaiwalaAnalisis) proporcionan, en
general, predicciones con menor error cuadraticdiangue los modelos autorregresivos
estimados por minimos cuadrados.

Por otra parte, la identificacion de modelos ARMAInque mas compleja y costosa que la
identificaciéon de modelos AR o la de modelos SSiargd métodos de subespacios, es una
técnica bien desarrollada, por lo que podria sendgr opcion en el caso univariante. Seria
interesante extender la comparacion al caso mridivie, donde la identificacion de modelos
SS presenta algunas ventajas comparativas fretaadentificacion de modelos VARMA,
especialmente en lo que respecta a la especifical@b modelo (en el caso SS se tiene un



anico hiperparametro a estimar). EI modelo en phei® de estados ofrece también mayor
flexibilidad para su descomposicion en componedgitggmicos e interpretacion economica.
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