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Resumen

En principio, la metodologia Andlisis por Envoltude Datos (DEA), trata de encontrar una
medida individual del la eficiencia y los corresp@ntes targets de entradas y salidas para cada
DMU. Sin embargo, en ciertos problemas, la sumal ¢ salidas debe ser compartida entre las
unidades productivas. En estas situaciones, logetar calculados por los modelos DEA
convencionales no son realistas, ya que en elloassene que cada unidad puede mejorar sus
salidas tanto como la tecnologia permite, no tetéean cuenta que la suma total de las salidas es
fija a priori. Esto es lo que sucede en los Jue@timpicos: el nimero total de medallas es fijo
para cada metal. En este trabajo se propone uneateode programacion lineal tipo DEA,
denominado CSO-DEA, que proporcione unos nivelesatidas en los targets de cada DMU en
la situacién anterior. Se ha aplicado este modetoapel caso de Atenas 2004, y se han
encontrado unas proyecciones mas realistas quedal@s modelos tradicionales proponen.
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1. Introduccion

El Andlisis por Envoltura de Datos es una familia derramientas de programacion
matematica que mide la eficiencia relativa de umjwto de unidades productivas
denominadas DMU, por sus siglas en inglés (Decidaking Unit). Para una descripcion
extensiva de esta técnica, ver Charnes et al. J18a8ker et al. (1984), Cooper et al. (2000)
and Thanassoulis (2003).

En Lozano et al. (2002) se introduce un modelo DARS con restricciones en los pesos, (ver
Thompson et al. (1986)) para medir el funcionanwiedé las naciones de los Juegos
Olimpicos. Posteriormente, Lins et al. (2003) happesto otro modelo DEA denominado

Zero Sum Gain (ZSG-DEA) que incorpora el hecho de I suma total de medallas que
pueden ser ganadas por los participantes, es atesen principio. Sin embargo, la no

linealidad del modelo hace dificil su resoluciérdefnas, no puede dar soluciones utiles ya
que el modelo ZSG es resuelto independientemengecpda participante, por lo que la suma
del numero de medallas en sus proyecciones no ued @ numero total de medallas

disponibles.

En este articulo se propone un nuevo modelo DEAmérado CSO-DEA (Constant Sum of
Output) que tiene en cuenta tal escenario que maéajze que el modelo resultante es de
programacion lineal.



El apartado 2 estara dedicado a introducir y eapkd modelo CSO propuesto. En el tercer
apartado se realizara una aplicacién con un ejemgsistente en una sola entrada y dos
salidas para ilustrar de forma gréfica los resokadrrojados por el modelo en cuestion.
Posteriormente, en el apartado 4 se presentararesodtados para el caso de los Juegos
Olimpicos de Atenas 2004, para terminar en el agartquinto con un resumen y
conclusiones del trabajo expuesto.

2. El modelo CSO-DEA
En este apartado se presenta el modelo de sumalidassconstante. Este modelo afronta

situaciones en las que el funcionamiento de todasihidades son restringidas a un cierto
nivel de salidas fijo.

n namero de DMUs

J,r indices para las DMUs

[ indice para las entradas

k indice para las salidas

QFonst conjunto de salidas cuya suma debe permanecstaroa
Xij cantidad de entrada i consumida por DMU

Yki cantidad de salida k producida por DMU

(A1, A2,...,An) vector de variables para proyectar DMUs

El modelo tiene dos etapas. Primero se resuelvenagelo con orientacién de salida
convencional (BCC-0). Para cada DMUhs cantidades de salidas en la soluciéon pueden
medirse facilmente por medio de la siguiente expnes

ykr = yIrBCCOykr + hErCCO Dk’ DI’

dondey?““° y hi°“° son los valores 6ptimos obtenidos por el modala jpa amplificacion

radial de las salidas y las holguras de salida.

La segunda etapa consta de tres fases. Consideyamaioo la reduccion radial de las salidas
proporcionadas por (1), la primera fase es:
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Las variablesX, ey, indican el punto sobre el cual DMUr es proyectadda solucién. El
primer y segundo grupo de restricciones establguaerdichas variables deben pertenecer a la
tecnologia especificada. El siguiente grupo dealdes solo se computa a la hora de resolver
problemas con retornos de escala variables. Cosidagentes m*n restricciones, el modelo
busca una solucion en la que el consume de cadesceno debe aumentar. Por otra parte,
con las siguientes n*p restricciones, el modelccausa solucion en la que todas las salidas
son radialmente acotadas por el valor de la vaidlespecto a la solucion ofrecida por el
modelo BCC-O. Finalmente, las siguientes restritesp son necesarias para asegurar que la
suma de cada salida permanece constante.

Como las salidas permanecen constantes, el inctendensalidas de una DMU sélo sera
posible en detrimento de otra DMU que debera digmisus salidas. Por tanto, el valor
optimo de la variablé sera elegido para minimizar la reduccién radiadaélas con respecto

a la expansion radial de salidas dictada por eleo®EA convencional utilizado en la

primera fase del método.

Una vez resuelta esta fase, se obtiene el valda deduccion radial minima de salidas
compatible con la tecnologia y con la suma constdetsalidas RO impuesta. En este
punto, es necesaria una segunda fase para detedosni@rgets finales teniendo en cuenta
que el propésito del modelo sera encontrar unacgwluadmisible no muy diferente de la
calculada por la fase radial. Llamangpa la holgura en la cantidad de salidadk°"™" de
DMUFr, la segunda fase se puede expresar como:
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La quinta restricciéon esta dividida en esta ocasidrdos grupos: las salidas que deben ser
mantenidas constantes en la solucion, y el resto. & hace porque el objetivo es calcular las
salidas cuya suma deba permanecer constante ehutads, por lo que las holguras sélo
deben aparecer constantes en las restriccionesspomndientes a estas salidas. Cada una de
las variables,{"® representa una cota superior para las holgyraayta suma es minimizada
en la funcion objetivo del modelo. Esto asegura gugalor 6ptimo de las holguras sea
similar en todas las DMUs.



Finalmente es necesaria una ultima fase donde teendee la solucion para el resto de
salidas no incluidas en el conjunto®®. Esta Gltima fase involucra a cada DMU

independientemente. Siend®
targets se determinan de la siguiente forma:

Max Zsi.]+ quJ

i kDOCUnSI
S.a.

n
DA x; <%, i
=1

Z)\j Yy 2 9kJ Ok
j=1

n

>, =1 *)

=

=Xy TSy

x>

9kJ = ?k\] Dk |:| OCOFISI
Dk |:| OCOHSI

9kJ = Yt
)‘j’)A(iJ ’ykJ Sy Uiy 20

]

los targets calculados en la anterior fase, Idimiteos

donde §y g las holguras de las cantidades de entrada i y salid@§”K' respectivamente

de cada DMUJ.

3. Una ilustracion XYY

En este apartado se presenta un caso de una entrada y dos salfdasidades para analizar
los resultados del modelo CSO propuesto. Para poder dibujautosofraficamente, se ha
considerado un valor de la entrada constante e idéntico para todagUas En la tabla 1 se
muestran los resultados numéricos proporcionados por el modeloOBtt&icional y el
CSO cuando y1, y2ZIO*"™!(escenario 1); yIO®"'e yZIO"! (escenario 11); y por ultimo
cuando yIIO®™'e y2Z10°"™!(escenario I1l). En la figura se muestra la representacion grafica.

Tabla 1. Datos y proyecciones de los modelos BCC-O y CS@ lpa distintos escenarios

OATA | BCC-OMODEL | “0 o | (100 yoro) | g1 oo yero)

DMU |yl [y2] yi [y2 |y yl|y2 |t1| t2 |yl | y2 [t1] g2 |yl |y2]|ql [t2
1 18] 1 8 1 |o9|72|0|014]09| 80 |0|098] 1.8 |7.2|0.87]0

2 27| 2 7 1 |18]|63|0|014])18| 72 |0|110] 23 |6.3[053]0

3 3|5] 3 5 1 |26]|45|0|014]|26| 57 |0|135] 32 |45[045]0

4 4121 4 2 1 |35|19|0|014]|35| 35 |0 |172] 40 |18[039]0

5 15| 6| 18| 72| 120|16|65|0]|014)16| 74 |0|110] 22 |[65]062]0

6 2|4]|28|55|138|24|50|0[014]24| 62 |0|135]| 30 [50][053(0

7 2523729 |147]32]27|0|014]|32| 43 |0 |172] 38 |27|045]0

TOTAL | 16 [34]18.2|37.6 16 [ 34| 0[097] 16 | 423 |0 |931|203]|34[385(0

5*=0.8775 5*=0.8775 5*=0.9031




Modelo BCC-O Modelo CSO en escenario |

Figura 1. Resultados del caso XYY aplicado a los modelos BGACSO.

Hay que hacer notar que en el escenario | no es necesaria la aplieatadtertera fase ya
que todas las salidas pertenecen al conjurff3*'OE| resultado de la primera fase esta
representado mediante una cruz y reduce equiproporcionalmente la soltenida por el
modelo BCC-O. Respecto a los datos originales, se observa quegquaras DMUs se reduce
y para otras se incrementa el valor de ambas salidas, posiciondosiadsegets de esta
primera fase en una frontera de puntos ineficientes equidistantesoatixdreficiente. La
segunda fase, representada mediante un circulo gris, busca mediantashokytargets mas
aproximados a los ofrecidos por la fase I. Finalmente los targetsampesicionados en la
frontera eficiente. Esto conlleva a que unidades productivas eficientes fdaebgmar peor
de lo que lo estaban haciendo para permitir la mejora de otras unigadpse su eficiencia
era la causante en cierta medida de la ineficiencia de las que eran ineficientes

En los escenarios Il y Il la mayor parte de los targets proporcionamosl método se
posicionan el la frontera eficiente, debido a las pocas dimensioaet problema posee.

4. El modelo CSO-DEA aplicado a los juegos olimpiso
En este apartado se realiza una aplicacion del modelo de sumadds sahistante para el

caso de los Juegos Olimpicos de Atenas 2004 y lo comparamososoresultados
proporcionados por el modelo VRS-AR en Lozano et al. (2002).



Como las dos entradas propuestas en la aplicacion son no discesci(weal Banker et al.
1986) y, en este caso, todas las salidas deben ser constantasr(gedenecen al conjunto
0°), no hay necesidad de resolver la fase Il del modelo CSO-DEA.

La tabla 2 muestra el nUmero actual de medallas ganadas por iopgates (hay que hacer
notar que el nimero no es exactamente igual para oro, plata y dedride a los empates en
las distintas competiciones), los targets y la eficiencia obtewidal pnodelo VRS-AR y por
el modelo CSO-DEA.

Tabla 1. Datos y proyecciones de los modelos BCCO y CSO.

DATOS MODELO VRS-AR MODELOS CSO-DEA

Pais NG | NS | NB | NG NS NB yi RSAR NG | NS | NB | tner | tnss | tnes
Argentina 2 0 4 | 134 | 119 | 16.9 6.70 52 | 51 ] 65 ] 006|058 ] 0
Australia 17 | 16 | 16 17 16 16 1.00 66 | 67 | 61 ] 006 [058] 0
Austria 2 4 1 7.4 6.4 7.0 2.71 29 | 30 [ 27 Jooe [058 ] 0
Azerbaijan 1 0 4 2.8 2.6 1.2 1.90 1.1 [ 16 [ 05 Joo7]o060] ©
Bahamas 1 0 1 1 0 1 1.00 04 [ 00 | 04 [o006]000] 0
Belarus 2 6 7 5.1 4.2 4.8 1.26 20 | 22 [ 18 Joo7[058 ] 0
Belgium 1 0 2 9.3 7.5 8.1 9.30 36 | 35 [ 31 [oo07]057] 0
Brazil 4 3 3 | 272 [ 268 [ 37.2 6.80 105 [ 109 [143]J 005057 ] 0©
Bulgaria 2 1 9 5.3 4.3 5.3 1.69 21 | 22 [ 20 Joo6 [058] 0
Cameroon 1 0 0 3.7 3.2 2.6 3.70 15 [ 1.8 [ 1.0 Joo7] 058 0
Canada 3 6 3 18 17.1 | 18.2 4.55 70 | 71 [ 70 Joo6 [058] 0
Chile 2 0 1 101 ] 82 [ 122 5.05 39 [ 37 [ 47 o006 ] 057 0O
China 32 17| 14 32 17 14 1.00 123 | 71 [ 54 Joo6 [ 058 ] 0
Chinese Taipei 2 2 1 | 147 ] 135 | 151 7.20 57 | 58 [ 58 | 004[060] 0
Colombia 0 0 1 | 1125 | 98 [ 148 67.29 45 [ 43 | 57 [oo5]058] 0
Croatia 1 2 2 4.0 2.6 4.6 2.71 16 | 16 [ 1.8 J0.08] 057 0
Cuba 9 7 [ 11 9 7 11 1.00 35 [ 33 | 42 [oo06[058] 0
Czech Republic 1 3 4 8.4 6.7 9.8 4.08 33 [ 32 [ 38 ]004]057] 0O
Denmark 2 0 6 5.2 4.2 4.9 2.19 21 | 22 [ 19 Joo7r[o060] 0O
Dominican Rep 1 0 0 5.7 4.7 5.8 5.73 22 | 24 [ 22 Joo6[060] O
DPR Korea 0 4 1 4.2 3.6 3.4 3.35 1.7 [ 20 [ 13 Joo7 o060 ©
Egypt 1 1 3 | 122 [ 106 | 15.9 9.30 47 | 46 | 61 [ 004058 ] 0
Eritrea 0 0 1 0 0 1 1.00 0.0 [ 00 [ 04 [oo0]o000] 0O
Estonia 0 1 2 1.7 0.6 1.8 2.42 07 | 08 ] 07 [oo07]057] 0
Ethiopia 2 3 2 2.6 2.5 1.0 1.04 11 [ 15 [ 04 Joos] o060 0O
Finland 0 2 0 5.0 4.0 4.8 7.96 20 | 21 [ 18 Joo6 [058 ] 0
France 11 | 9 [ 13 ] 202 ] 195 | 230 1.84 78 | 81 [ 88 006 [057] 0
Georgia 2 2 0 2 2 0 1.00 08 | 1.3 ] 00 [006]058] 0
Germany 14 [ 16 [ 18 [ 221 | 216 | 27.2 1.50 85 | 89 [ 104006058 ] 0
Great Britain 9 9 [ 12 1202 ] 195 | 230 2.15 78 | 81 [ 88 J0o6[057] 0
Greece 6 6 4 9.1 7.7 9.6 1.45 35 [ 35 [ 37 [oo7]059] 0
Hong Kong 0 1 0 6.3 5.3 6.0 20.37 25 | 26 [ 23 J 007059 ] 0
Hungary 8 6 3 8.4 6.3 9.5 1.04 33 [ 3036 [o007]059] 0
I.R. Iran 2 2 2 | 144 13 19.1 6.97 56 | 56 | 7.3 | 006 [058] 0
India 0 1 0 [ 272272 ] 378 9198 [105]11.0[145] 007|057 ] 0O
Indonesia 1 1 2 | 164 [ 152 [ 221 14.59 63 | 6.4 [ 85 | 007[058] 0
Ireland 1 0 0 4.1 0.9 2.3 4.11 16 | 09 [ 09 Joo7]058] 0
Israel 1 0 1 6.1 2.8 5.0 6.07 24 | 1.7 [ 19 Joo7[058 ] 0
Italy 10 [ 112 [ 112 [ 201 | 194 | 228 1.93 78 | 80 [ 87 Joo6[058] 0
Jamaica 2 1 2 2.1 1.2 1.9 1.05 09 [ 10 [ 07 [oo6]057] 0O
Japan 16 | 9 [ 12 [ 257 ] 256 | 35.1 1.61 99 [ 104 [135] 006 [059 ] 0
Kazakhstan 1 4 3 8.0 6.3 9.4 3.73 31 ] 30 [ 36 [008]060] 0O
Kenya 1 4 2 4.3 3.7 3.6 2.11 1.7 [ 20 [ 14 Joo6 o060 ©
Korea 9 [12] 9 JT193 [ 185 ] 211 1.93 75 | 77 [ 81 Joo6[057] o
Latvia 0 4 0 2.4 1.3 2.8 1.79 10 [ 11 [ 11 Joo4a]o60 ]| ©
Lithuania 1 2 0 3.3 2.1 3.9 2.26 1.3 [ 14 [ 15 Joos]o060] ©
Mexico 0 3 1 | 237 | 234 | 307 26.60 91 | 96 [118] 006|059 | 0
Mongolia 0 0 1 0 0 1 1.00 0.0 | 00 | 04 |000]000] 0O
Morocco 2 1 0 9.5 76 | 11.8 4.74 37 | 35 | 45 004058 ] 0
Netherlands 4 9 9 | 140 [ 130 | 132 2.23 54 | 56 [ 51 J007[060] 0
New Zealand 3 2 0 3.9 2.6 3.9 1.31 16 | 1.6 | 1.5 005058 0




DATOS MODELO VRS-AR MODELOS CSO-DEA

Pais NG | NS | NB | NG NS NB yi RSAR NG | NS | NB | tner | tnsr | tnes
Nigeria 0 0 2 9.7 78 | 12.1 27.40 38 | 36 | 46 | 005]058] 0
Norway 5 0 1 5 0 1 1.00 20 | 06 | 04 Joo6[058] 0
Paraguay 0 1 0 2.6 2.4 1.0 8.70 1.1 [ 15 [ o4 Joos]o57] 0
Poland 3 2 5 | 147 ] 133 ] 176 472 57 | 57 | 68 007058 ] 0
Portugal 0 2 1 8.6 7.2 9.3 12.67 34 | 33 ] 36 [006]060] 0
Romania 8 5 6 | 101 [ 82 | 126 1.26 39 [ 37 | 48 o007 ]058] 0
Russia 27 | 27 | 38 27 27 38 1.00 10.4 [ 109 [ 146 J 006 [ 058 | ©
Serbia/Montenegro 0 2 0 5.1 4.2 48 8.13 20 | 22 [ 18 Joo7[058 ] 0o
Slovakia 2 2 2 4.8 3.4 5.6 2.16 19 [ 19 [ 21 Joo7]o60] ©
Slovenia 0 1 3 2.3 1.2 2.4 2.64 09 [ 1.0 [ 09 [oo07]058] 0
South Africa 1 3 2 | 139 [ 125 | 182 8.37 54 | 54 [ 70 Joos[060] 0O
Spain 3 11| 5 [187 170 197 3.44 72 | 74 | 76 J0oo6 [ 059 ] 0
Sweden 4 1 2 8.4 4.6 5.4 2.10 33 [ 23] 21 ]o004]057] 0O
Switzerland 1 1 3 6.8 5.8 6.4 4.77 27 | 28 [ 25 Joo7[060] ©
Syrian Arab Rep 0 0 1 6.3 5.1 6.7 34.70 25 | 25 [ 26 J0o7[060] 0O
Thailand 3 1 4 | 146 | 132 ] 104 4.84 57 | 56 | 74 o007 058 ] 0
Trinidad/Tobago 0 0 1 1.8 0.7 2.0 8.58 07 ] 09 ] 08 [006]057] 0
Turkey 3 3 4 | 173 ] 163 [ 233 5.66 67 | 68 | 89 004059 0
U Arab Emirates 1 0 0 3.9 1.8 3.6 3.90 16 | 1.3 [ 14 Joo7]o57] 0
Ukraine 9 5 9 9.9 8.0 | 124 1.09 39 [ 37 | 48 o006 058] 0
United States 35 [ 39 | 29 35 39 29 1.00 135 [ 155 [ 111 J 006 [ 058 ] ©
Uzbekistan 2 1 2 3.8 3.3 2.9 1.91 15 [ 1.8 [ 1.1 Joos] 058 0
Venezuela 0 0 2 | 1123 ] 95 [ 140 32.56 44 1 42 1 54 [007]057] 0O
Zimbabwe 1 1 1 2.6 2.5 1.0 2.29 11 [ 15 [ 04 Joos] o060 0O
TOTAL 301 | 301 | 327 | 773.3 | 675.1 | 852.1 301 | 301 | 327 | 4.42 |42.09| O

5"=0.38353

Se puede observar que las proyecciones dadas por el modelo VRS-Adgtolsaimente
inalcanzables. Esto es porque se asume que todos los paises tamefigismentaran sus
salidas y aquellos paises eficientes los mantendran, con lo queirfaque numero de
medallas superior a las disponibles (773,3 de oro; 675,1 de\pB&2,1 de bronce). De la
misma tabla, como era de esperar, se observa que el nimero total daswpaaél modelo
CSO proporciona es el mismo que el nimero total de medallass etatos. Las grandes
diferencias entre los targets obtenidos por el VRS-AR vy los damtasuestro modelo pueden
ilustrarse echando un vistazo a los resultados de Brasil.n@oparte, el modelo propuesto
por Lozano et al. Establece que este pais deberia ganar 23,2 medatlasona®3,8 mas de
plata y 34,2 mas de bronce para ser eficiente. Estos incrementos atiogatebido a que el
enfoque tradicional no tiene en cuenta que este resultado s6lo sebia positros paises
perdieran ese numero de medallas. Sin embargo, desde el punta dpi®isfrece el modelo
CSO-DEA, los incrementos propuestos son mucho mas moderados,9%6y511,3 medallas
para cada metal respectivamente).

La ultima fila de la tabla muestra que el valor éptimo de la Vartalen la fase | es igual a
0,3853. Esta reduccion tan alta de salidas con respecto a lossv@idimos proporcionados
por el modelo VRS-AR es ocasionado por la gran ineficiencia que alddidais han
desarrollado cuando el modelo VRS-AR es resuelto (ver por ejemplcasos cde India,
Colombia Siria). En otras palabras, cuanto mayor es la suma dassalidlos targets
proporcionados por el modelo tradicional, mayor también es la redudeialidas en el
modelo CSO-DEA. Obsérvese que el nimero de medallas de los teeddiptetales es casi
igual para cada participante.

El modelo CSO-DEA decrece la cantidad de cada metal respecto adadameficientes en
el modelo VRS-AR (véase los casos de Australia, Cuba o Edthnildss) y los aumenta para
las unidades mas ineficientes del problema (por ejemplo Colomdia,di/enezuela).



Pero esto no sucede en todos los casos: hay algunas nacioménisficon una ineficiencia
no muy grande cuyo numero de medallas es disminuido por el m@€ralocia o Gran

Bretafia). Ademas, los paises ineficientes no siempre tienen el mismportamiento para
todos los tipos de medallas, (por ejemplo Japén incrementa el ndmenedallas de plata y
bronce, pero decrece el nimero de oros de 16 a 9,9). Por lo tanto sedpdadir que el

comportamiento del modelo no es sencillo a la hora de encontrameb @l problema.

Para finalizar, es interesante remarcar que en las tres ultimas columnatabla 12, las
holguras fg, correspondientes a la salida son nulas. Los otros dos tiplosigleas tienen
valores similares para cada pais debido a la funcién objetivo fdsdall del modelo (las
desviaciones estandar que presenta cada metal son muy pequefas: @II5Bly 0
respectivamente).

4. Resumen y conclusiones

Este trabajo ha presentado un modelo DEA para medir el comportamgelat® rmaciones en
unos juegos olimpicos, incorporando un conjunto de restricciuesnantiene constante el
total de medallas de oro, plata y bronce. Este enfoque es mas resditta qontenidos hasta
ahora en la literatura, debido a que dan unos targets mas Utilebnéite es importante
remarcar que los targets dados por CSO-DEA pueden ser interpretados como

a) un objetivo mas realista para las naciones ineficientes, porque elowadcula el
namero de medallas de cada metal manteniendo la suma constante.

b) las medallas que a largo plazo las unidades actualmente eficienteEgyioan
cuando todas las naciones estén operando un nivel comparable.
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