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RESUMEN

En este trabajo se explora la existencia de soluciones multiples en la forma multiplicador del
modelo de Andlisis Envolvente de Datos (DEA). Se parte como primal de la formulacion llamada
envolvente, un problema de programacion lineal que se resuelve para cada unidad de decision. Se
demuestra que este problema es siempre degenerado cuando una unidad de decision es eficiente.
Como consecuencia de la degeneracion de este primal existen varias soluciones para el dual.
Pero se sabe que cuando un problema lineal es degenerado las variables duales no miden el valor
marginal de los recursos. Los valores marginales se han de obtener combinando todas las
soluciones del dual. En este trabajo se estudia la degeneracion en el problema tipo envolvente de
DEA, se describe la metodologia para calcular los valores marginales de los recursos, se hace un
analisis geométrico y se dan ejemplos. También se discute el problema de los pesos cero y se
propone una solucion.

Palabras clave Andlisis Envolvente de Datos, DEA, Degeneracion en Programacion Lineal,
Medida de la Eficiencia, Pesos en DEA.

1. Introduccion.

El Analisis Envolvente de Datos, DEA, mide la eficiencia de unidades de decision, DMUs, a
través de un proceso de comparaciones multiples. Se trata de un modo empirico de
estimacion de funciones de produccion basado en la programacién matematica; [1, 2, 3, 4].

El DEA, partiendo de la observacion de las decisiones tomadas en la practica, asigna precios
relativos a los recursos que entran el proceso de produccion y a sus productos, entendiendo
tanto recursos como productos en el sentido mas general de “inputs” y “outputs” en inglés.
Hace tiempo que se sabe que los precios relativos asignados tanto a inputs como a outputs,
llamados pesos, no son Unicos. Sin embargo, se ha estudiado poco de donde nace esta
multiplicidad y como elegir los valores de los pesos en un estudio determinado. Este trabajo
se plantea el origen del problema y propone un modo de resolverlo.

2. Funciones de produccion.

La teoria de funciones de produccion en Microeconomia establece las relaciones tedricas
entre las cantidades que entran en una transformacion, inputs, las cantidades producidas,
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outputs, y la calidad del proceso de transformacion; [5]. Es facil ilustrar los conceptos de las
funciones de produccion en el caso de dos inputs, ya que nos podemos ayudar de un grafico
tal como el de la Figura 1. Sean los dos inputs, X; y X, y sean sus precios u; y Uup.
Imaginemos también que se producen dos outputs, Y; y Y2, y sean los precios de los outputs
v1y v2. El valor total de los outputs es K, que se define:

K= iy, T v2y,

Para producir este valor K se ha consumido un valor x;u; del primer input y un valor x,u, del
segundo input. Se puede producir de un modo ineficiente, en cuyo caso se usardn mas inputs
de lo necesario para conseguir el mismo output y se podra disminuir el valor de uno o mas de
los inputs sin que esto afecte el valor del output. Si no es posible mantener el output
constante y reducir el valor de algin input sin que haya que aumentar el valor de otro input,
decimos que estamos operando eficientemente; [1]. Se puede operar eficientemente de varias
maneras, es decir con varias combinaciones de inputs y outputs. EIl conjunto de los puntos
eficientes para un valor constante de output se conoce con el nombre de isocuanta y forma
una frontera de produccion. Asi en la Figura 1 las curvas AA’ y FF’ son dos isocuantas
diferentes. El punto M en la isocuanta AA’ usa input X; por valor x;u; e input X, por valor
x,up. La tecnologia determina las proporciones en que se usan los inputs y se producen los
outputs. Asi, todos los puntos situados en la recta OC usan la misma tecnologia en cuanto a
los inputs ya que los usan en las mismas proporciones.

A

Figura 1. Funciones de produccion y lineas de gasto constante

Dentro de la teoria de las funciones de produccion se distingue entre los rendimientos
constantes a escala y los rendimientos variables a escala. En el caso de los rendimientos a
escala constantes, el ratio del valor de los outputs al valor de los inputs permanecera constante
a lo largo de la linea OC en la Figura 1. Llamemos a este ratio e. Se puede escribir:
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o= V1Y1 + szz
U1X1 +U2X2

Si no existen rendimientos a escala constante, el ratio entre el valor de los inputs y el valor de
los outputs no serd el mismo en el punto M y en el punto M’. Podremos, sin embargo,
relacionar estas dos cantidades si usamos una cantidad que llamaremos uy:

viY + vy,

u1X1 + U2X2 + Uo

La constante ug sera negativa si se produce bajo rendimientos crecientes a escala, positiva si se
produce bajo rendimientos decrecientes a escala, y cero si se produce bajo rendimientos
constantes a escala.

Si los gastos en inputs estuvieran limitados por un presupuesto seria posible gastar todo el
presupuesto en comprar input 1, o en comprar input 2, 0 en comprar una combinacion de los
dos inputs. Todas las combinaciones posibles se encontrarian sobre una linea recta tal como
BB' en la Figura 1. M minimiza los costos de produccion dentro de la isocuanta AA’. Esto es
facil de ver. Imaginemos que preferimos producir en el punto N. EIl costo de los inputs
vendria determinado por la linea de presupuesto DD’, més lejana del origen que la linea BB’,
lo que implica un costo mas alto.

Concluimos que, dados unos precios de los recursos u; y uy, la tecnologia bajo la cual opera el
punto M es Optima porque este punto esta en la isocuanta y porque la isocuanta es tangente en
este punto a la linea de presupuesto. En otras palabras, dado un punto en la isocuanta, los
precios de los recursos que lo hacen Optimo vienen determinados por las derivadas a la
isocuanta en este punto.

3. El Analisis Envolvente de Datos.

En la practica no se conoce la funcién de produccion, pero se puede aproximar por medio de
segmentos lineales usando un método formalizado matematicamente por Charnes, Cooper y
Rhodes [6]: el modelo CCR. El modelo CCR suponia rendimientos constantes a escala, y fue
extendido a rendimientos variables a escala por Banker, Charnes y Cooper [7].

El modelo CCR toma como incognitas los precios de los recursos, y como datos las
cantidades de inputs y de outputs. Este modelo intenta establecer si un DMU elegido de
antemano opera de modo eficiente, y lo hace asignando precios que lo harian operar de modo
eficiente tanto técnicamente como en cuanto a los precios. Su formulacion matematica refleja
la discusion anterior.
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con las restricciones:

J
ZVJ' Yik
=t .

I
DU Xy
i=1

,VjZO

en donde i es un indice para los inputs; j es un indice para los output; k es un indice para las
DMUs; o indica la DMU cuya eficiencia estd bajo observacion. Este modelo se suele
completar con restricciones para que u; y vj, no tomen valores nulos. En este trabajo no se
incluirdn tales restricciones, ya que el tema de los precios cero es uno que se quiere
desarrollar. El modelo BCC se puede incluir dentro de esta formulacion, extendiendo el
sumatorio hasta i = 0, con xj0 = 1. El dual de este problema lineal se conoce como
formulacion envolvente y se escribe:

Max z

K
Z?\.k Xik < Xio 1=12
=1

K
zkk Y > YiZ j=1.2
=

Z, }\sz O

La formulacién de tipo envolvente intenta aproximar a la isocuanta a través de segmentos de
recta que dejan todos los puntos a un lado del origen excepto los que unen los segmentos.
Esto se puede ver en la Figura 2, en la cual se presenta el caso de un output y dos inputs. En la
Figura 2 el eje vertical mide la cantidad del input 2 consumida, y el eje horizontal mide la
cantidad del input 1 consumida.
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Figura 2. Una funcién de produccion empirica.
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Las DMUs P; P, P, P3 y P4 son técnicamente eficientes. Las demas DMUs, como Py, estan
fuera de la funcién de produccion y corresponden a DMUs técnicamente ineficientes. La
formulacion tipo multiplicador intenta asociar a cada DMU situada en la frontera los precios
relativos de los inputs y outputs que la hacen técnicamente eficiente, mientras que la
formulacion tipo envolvente intenta establecer si una DMU estd situada sobre la frontera.
Asi, la formulacion tipo multiplicador estd intentando calcular la derivada de la funcion de
produccion para las DMUs situadas en la frontera. El paralelismo entre la situacion que se
representa en la Figura 1 y la que se representa en la Figura 2 es claro. Pero hay una
diferencia importante. En la Figura 1 estamos trabajando con funciones continuas y
continuamente derivables, mientras que las funciones que se representan en la Figura 2
contienen discontinuidades en la derivada. Los puntos de interés son precisamente aquellos
en que aparecen las discontinuidades. Por ejemplo, hay una discontinuidad en el punto P,.

4. Unos resultados desconcertantes

Consideremos un ejemplo sencillo adaptado de Land [8]. Los datos se recogen en la Tabla 1.

DMU 1 2 3 4
Input 1 19 1 2 10
Input 2 6 6 15 17
Output 120 24 40 120

Tabla 1. — Datos para el ejemplo

El orden en que se numeran las DMUs es arbitrario. En principio, cambiar el orden no
deberia de resultar en ningiin cambio en los resultados. Esto no es lo que sucede. Veamos.
Utilicemos el programa LINDO para estimar la eficiencia de la DMU 4 usando el modelo
CCR orientado a los outputs en su forma envolvente con los datos en el orden de la Tabla 1.
Al hacerlo encontramos que la DMU 4 tiene una eficiencia de 1, siendo los valores duales
0.041825 para el input 1; 0.034221 para el input 2; y 0.008333 para el output. Si cambiamos
el orden en que presentamos los datos al ordenador de modo que la DMU 4 sea la primera,
seguida de la DMU 1, la DMU 2, y la DMU3 obtenemos valores distintos; el valor dual del
primer input cambia a 0.060465; el valor dual para el segundo input cambia a 0.023256; y el
valor dual para el output permanece constante en .008333. Pero aunque los valores duales
han cambiado, la eficiencia de la DMU 4 no cambia y sigue siendo 1.

Podemos ir directamente a la definicién de coste marginal [9] y explorar como cambia la
funcion objetivo cuando se relaja la restriccion en una unidad. Relajamos la primera
restriccion en una unidad, haciendo cambiar el lado derecho de la desigualdad de 10 a 11. El
valor de la funcion objetivo cambia a 1.04183, con lo que obtenemos un coste marginal de
0.04182. Si relajamos la segunda restriccion de 17 a 18 obtenemos un valor de 0.02325. Al
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relajar la tercera restriccion de 0 a -1, obtenemos un valor 1 de 0.00833.

encontrado tres soluciones para los duales tal como se ve en la Tabla 2.

Resumiendo, hemos

Soluciéon 1 2 Relajacion Final
u 0.06046 0.04182 0.04182 0,05141
u 0.02325 0.03421 0.02325 0,02858
v 0.00833 0.00833 0.00833 0.00833

Tabla 2. Valores duales para el ejemplo

(Por qué esta multiplicidad de soluciones? Para verlo es conveniente hacer una
representacion grafica del problema. Transformamos los datos aplicando los multiplicadores

adecuados de modo que todas las DMUSs produzcan la misma cantidad de output. De este
modo se obtiene la Tabla 3.

DMU 1 2 3 4
Input 1 19 5 6 10
Input 2 6 30 45 17
Output 120 120 120 120

Tabla 3. Datos transformados para que los outputs sean iguales.

Los datos de la Tabla se pueden representar de forma grafica tal como se ve en la Figura 3.

I

P,

Figura 3. Isocuanta asociada con el ejemplo.
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La DMU 4 esta situada sobre la isocuanta y es, por lo tanto, comparativamente eficiente.
Como la isocuanta es mixtilinea, existe una derivada por la derecha y una derivada por la
izquierda del punto Ps. En P4 la tangente por la izquierda, el segmento P,P,, tiene por
ecuacion:

1 Input, +9 Input, = 263

Si dividimos por 263 nos encontramos con los valores:
0.04812 Input; + 0.03421 Input, =1

Vemos que los coeficientes son precisamente los valores duales calculados en la solucion 2 de
la Tabla 2. Notese que el vector (0.04812, 0.03421) es un vector direccional perpendicular al
segmento P,P4. Del mismo modo podemos establecer que el segmento P4P; tiene como
ecuacion:

0.06046 Input; + 0.02325 Input, = 1

Los coeficientes de la ecuacion son los valores duales que se muestran en la primera columna
de la Tabla 2. Asi, pues, los valores duales son los componentes del vector direccional
perpendicular al segmento P4P;.

En general, cuando tengamos un punto eficiente en la envolvente habrd un vector asociado
con cada porcidon de hiperplano que se una en el punto. Cuantas mas hiperplanos lo
contengan, mas soluciones alternativas habra para el dual; [10]. Pero el nimero de soluciones
del dual no se termina aqui, sino que hay infinitas combinaciones lineales de las soluciones
anteriores que también son soluciones del problema dual. Otra consecuencia de estas
observaciones es que, cuando la porcion de hiperplano sea paralela a uno de los ejes, el vector
direccional contendra un cero entre sus componentes, dando lugar al problema de los valores
duales cero; [11,12].

5. La formulacion envolvente produce soluciones degeneradas

Las soluciones degeneradas en la programacion lineal contienen ceros entre los valores
basicos. Sila DMU observada es eficiente, tan s6lo dos variables de decision tomaran valores
distintos de cero: A9 y z; [13]. Sabemos que cada valor cero entre las variables bésicas
produce una solucién dual alternativa. Cuanto mayor sea el nimero de inputs y de outputs en
el modelo, mayor serd el numero de soluciones duales alternativas, y esto sin contar sus
combinaciones lineales. EIl problema de la degeneracion en programacion lineal ha sido
estudiado desde hace mucho tiempo; [14, 15, 16, 17, 18].

En un programa lineal, cuando la solucion no es degenerada, el vértice del simplex en el que
se da la solucion optima esta perfectamente definido por un niamero suficiente de hiperplanos.
No sobra ninguno. No pasa asi cuando se trata de soluciones degeneradas, en que hay un
exceso de hiperplanos en el vértice Optimo. Algunos hiperplanos no son activos en el sentido
de que no afectan la region factible. Sin embargo, estos hiperplanos afectan los costos
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marginales, ya que entran en juego cuando se relajan las restricciones activas.

Estudiemos el envolvente convexo de una formulacion DEA envolvente. Las variables de
decision son z y las A En total son K+1 incégnitas. La solucion optima para una DMU
eficiente se encuentra en el punto z = 1, A, = 1, Ax = 0 para k distinto de cero. Este punto
satisface todas las restricciones en forma de igualdad, tanto las restricciones relacionadas con
los inputs, como las restricciones relacionadas con los outputs, como la restriccion sobre
rendimientos variables a escala. No es dificil ver que algunas restricciones no son activas.
Tomemos, por ejemplo, las relacionadas con los inputs, que toman la forma:

K
Z}bk Xik < Xio
k=1

Se trata de un haz de ecuaciones con un eje comun: A, = 1 y Ax = 0 para todo valor de k
distinto de 0. Uno solo de estos hiperplanos limita la region factible, los otros estan alli pero
no son activos. Solo se convierten en activos cuando se trata de calcular los costos
marginales. Notese que la restriccion que se necesita en el caso de rendimientos variables a
escala también pertenece a este haz de ecuaciones. Todas las restricciones asociadas con los
outputs tienen un punto en comun: z = 1, A, = 1, Ay = 0 para k distinto de cero. Solamente de
ellas una de ellas limita la region factible, aunque todas se satisfacen en forma de igualdad en
el 6ptimo.

Dado que costes marginales y valores duales no coinciden, ;cémo estan relacionados los
costes marginales con los valores duales? Esta pregunta también la responde la teoria; [16].
Dada una restriccion, el coste marginal asociado con ella es el menor de los valores duales
entre todas las soluciones duales obtenidas. Este valor se puede obtener simplemente
relajando la restriccidon en una unidad y viendo como cambia el valor de la funcion objetivo.
Notese que esta regla se cumple en la Tabla 2. Para la primera restriccion tenemos dos
valores duales obtenidos a partir de la solucion primal: 0.06046 y 0.04182. El valor obtenido
por medio del método de la relajacion es el menor de los dos: 0.04182. Exactamente lo
mismo sucede con la segunda restriccion. La solucion del primal nos genera dos valores
duales: 0.02325 y 0.03421. El método de la relajacion nos encuentra el mas bajo de los dos:
0.02325.

Los costes marginales obtenidos tal como arriba se detalla, no son totalmente correctos. Es
necesario hacer una correccion que es consecuencia directa de la formulacion multiplicador.
Si valoramos los inputs y los outputs seglin sus costes marginales el valor total deberia de ser
uno. Asitenemos en el caso de la DMU 4,

10 *0.04182 + 17 * 0.02325 =0.81345
Dividiendo los costos marginales por 0.81345 obtenemos los costes marginales adecuados,

que son 0,05141 y 0,02858. Estos valores se muestran en la ultima columna de la Tabla 2,
titulada “Final”.
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6. Costes marginales con valor cero

El problema conocido como “pesos cero” surge cuando una variable dual toma el valor cero.
Las variables duales tienen como valor minimo cero, de lo que se sigue que, si aplicamos la
regla anterior, el coste marginal del recurso serd cero. Hace tiempo que se ha considerado
absurdo el dar un valor nulo a un recurso, bien sea un input bien sea un output;[11].

Pero, pensemos, ;qué significa que un valor dual es cero? Recordemos que los valores duales
son las componentes de los vectores ortogonales a los hiperplanos que forman la envolvente,
y recordemos también que si hay varios valores duales es porque en un punto de la envolvente
interseccionan varios hiperplanos. En el simple caso presentado en la Figura 2, vemos que si
calculamos la eficiencia de la DMU 2 encontraremos una solucién con dos valores duales
positivos y otra solucioén en la cual uno de los valores duales sera cero porque uno de los
segmentos de la envolvente es vertical. Este segmento es vertical porque el algoritmo esta
intentando aproximar una curva asintdtica al eje vertical por medio de una recta, y esto es
imposible. De hecho la vertical s6lo aproxima bien a la curva en el infinito. Es decir, si
tuviéramos una cantidad infinita del segundo input en la figura 2, éste tomaria el valor cero, lo
cual no deja de ser razonable. ;Por qué aceptar un coste marginal que sélo es valido cuando
tenemos cantidades infinitas del input 2?7 ;No seria mas logico aceptar como valor correcto el
ultimo que se ha demostrado en la practica? Es decir, el valor minimo entre los que no son
cero. Esto seria consistente con razonar que en el punto P, no sabemos como continua la
envolvente, pero que si fuera curva tendria como tangente la pendiente del segmento P,P4.
(Podriamos usar otra tangente mas pequefia que la pendiente del segmento P,P,4? Ciertamente,
pero la filosofia del DEA nos dice que hay que usar los valores que se han demostrado en la
practica. Por lo tanto, es consistente con esta filosofia el aceptar como valor apropiado el
minimo observado, el mas pequefio de los valores duales, y no cero.

7. Conclusion

Hace mucho tiempo que se viene observando que las relaciones entre los valores duales en el
DEA no siempre responden a las expectativas. De aqui ha nacido la practica de imponer
restricciones sobre los pesos; [11, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25].

El analisis que se ha presentado en este trabajo, basado en la teoria de la degeneracion en la
programacion lineal, sugiere que el ratio entre los valores de dos pesos depende de la solucion
elegida y, en ausencia de un criterio de seleccidon entre soluciones alternativas, del azar. La
solucion clasica de este problema es establecer restricciones a priori en los pesos, aunque ello
crea una distorsion arbitraria en la forma de la funcién de produccion; [20]. Pero interferir
con los resultados del modelo antes de conocerlos no s6lo es un modo curioso de proceder
sino que va contra la filosofia del DEA, que se basa en aprender de lo observado en la
practica. Aqui se ha presentado una metodologia, basada en la teoria de la degeneracion en la
programacion lineal, que permite elegir los pesos de modo sistematico y que es consecuente
con la légica de las relaciones entre el primal y el dual. Tal vez no obvia la necesidad de
imponer restricciones sobre los pesos, pero esto seria una decision tomada a posteriori con
pleno conocimiento de causa.
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