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Resumen

En este trabajo se exponen dos nuevos modelos DEA para determinar los puntos de operacion
eficientes a los que una unidad de produccion deberia tender. El primero esta basado en métodos
interactivos multiobjetivo, en donde en cada paso del proceso se le pregunta al decisor qué
entradas y qué salidas desearia mejorar, en cudles no le importaria que se produjera un
empeoramiento, y qué otras deberian permanecer en los niveles actuales. Los cambios en las
prioridades de estas entradas y salidas seran calculadas a partir de la técnica AHP. Por otro lado
también se propone una segunda técnica consistente en un modelo lexicogrdfico en el que el
decisor en esta ocasion especifica el nivel de prioridad ademdas de la importancia relativa dada a
las mejoras de las entradas y salidas de cada nivel, también usando AHP.

Palabras clave: DEA, optimizaciéon multiobjetivo interactivo, optimizaciéon multiobjetivo
lexicografico, AHP.

1. Introduccion

La técnica Data Envelopment Analysis (DEA) (Cooper et al., 2000) ha sido muy utilizada
para evaluar la eficiencia relativa de unidades con capacidad de decision (Decision Making
Units, en adelante DMUs). Una medida de eficiencia puede ser obtenida tras la proyeccion de
cada unidad de produccion sobre la frontera eficiente de un determinado conjunto de
posibilidades de produccion. Frecuentemente, todas las entradas y salidas son consideradas
igualmente importantes. Cuando se asume una orientacion de entrada para que las unidades
sean proyectadas sobre la frontera, se les da mayor prioridad a la mejora de los recursos que a
la de los productos, y lo contrario sucede en orientacion de salida. Los modelos no orientados
también suelen asignar la misma importancia a las mejoras de entradas y salidas.

Entre los modelos de asignacion de eficiencias, la técnica mds usual de tener en cuenta las
preferencias del decisor (Decision Maker, en adelante DM), es a través del uso de
restricciones en los pesos (ver Wong y Beasley (1990)).

Sin embargo en este trabajo se centrara el andlisis en modelos que determinen un objetivo de
actuacion (“target”) para la unidad productiva (ver Zhu (1996), Joro et al (1998), Estellita
Lins et al (2004), Korhonen and Syrjdanen (2004), Bogetoft and Nielsen (2005)).

2. Modelo DEA interactivo

En este apartado se desarrolla un nuevo modelo DEA interactivo. A partir de un punto de
operacion de la unidad productiva, el proceso que se presenta se desarrolla de forma iterativa
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hasta que el decisor declare que esté satisfecho con los niveles de cada una de las entradas y
salidas del problema. En cada iteracion se le pide al decisor que identifique los subconjuntos
de entradas y salidas que desea que se mejoren (I ;y O'; respectivamente ), que permanezcan
constantes (I, y (o} respectivamente) y que no le importe un empeoramiento ( Ity O .
respectivamente). Para implementar las preferencias del decisor (Allen et al., 1997; Dyson y
Thanassoulis, 1988) en cada uno de los elementos de estos subconjuntos, se procede a
resolver una jerarquia AHP (Saaty, 1980).

GOAL

MEJORA EMPEORAMIENTO

iel keO" el keO

Figura 1. Jerarquia AHP para la determinacion de los pesos en el modelo interactivo.

Con los pesos calculados de esta forma (wi', Viel Ul y A VkeOqu+), se formaliza un
modelo DEA que proporciona el siguiente punto de operacion de la DMU.

Sean:

Xij cantidad de entrada i consumida por la DMU j

Vi cantidad de entrada k consumida por la DMU j

t indice de la iteracion actual

xi! cantidad de entrada i consumida en el punto de operacidn actual (inicialmente x;°)

! cantidad de salida k producida en el punto de operacién actual (inicialmente y,”)

A cantidad de mejora maxima de entrada i desde el punto de operacion actual

Al cantidad de empeoramiento maximo de entrada i desde el punto de operacion actual

Sit cantidad de mejora méxima de salida k desde el punto de operacion actual

Sie cantidad de empeoramiento maximo de salida k desde el punto de operacion actual

A variables que representan los coeficientes de la combinacion lineal de las unidades
existentes

X' cantidad de entrada i consumida por el nuevo punto de operacion
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El modelo DEA a resolver en cada iteracion t,

siguiente:

Max

2owiai+ X v By

iel, UI; keO; LO;

xit:(l—(xit)-xt ! Viglh
yf(=(1+Bf<)-yf{1 VkeOF

Xit_l it S xitS XI_I+A+t ViglF
Vi “Ok < vy < yp -5 VkeOF
> th xiijiO vVielf

]
Zktjyijyg vVkeoOF
]

A20 Vj  x{=0 oflibres Vigl"

cantidad de salida k producida por el nuevo punto de operacion
reduccion proporcional de la entrada i desde el punto de operacion actual

incremento proporcional de la salida k desde el punto de operacion actual

asumiendo Retornos de Escala Variable, es el

yi =20 P; libres VkgOF

Es preciso hacer notar que se asume de forma implicita en el modelo anterior que Aw = Ay =
0, Viel’; que Ay =0, Viel, ; y que Ay =0, Viel,". De forma aniloga se ha supuesto que Sy

=8 =0, VkeOtO; que Sk =0, VkeOy ; y que Oy =0, VkeO,'. Puede observarse que para
las entradas y salidas no discrecionales (I' ; OF), el modelo solo impone que la proyeccion

resultante no sea peor que los valores iniciales.

Puede demostrarse que el modelo expuesto siempre tiene solucion admisible, ya que el punto
de operacion actual es admisible con seguridad. Esta solucion, donde el valor de la funcién
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objetivo es nulo, podria ser incluso Optima, en cuyo caso el decisor tiene dos posibilidades:

decidir que el punto de operacidon actual es satisfactorio, o bien continuar con el proceso
. . . —+ =+

definiendo nuevos subconjuntos de entradas y salidas ItO; I ; It OtO; O;;yOr.

También puede observarse que en una cierta iteracion del método el decisor podria escoger

+ - . , . ., .
Ii= Oy =, es decir, que s6lo sean considerados los puntos de operacion que dominen
débilmente al actual.

Finalmente, es preciso hacer notar que si algunos o todos los puntos de operacion visitados
son almacenados (y no so6lo los mas recientes al punto de operacion actual), en cualquier
iteracion el decisor podria analizar los progresos realizados desde algun punto historico de
especial relevancia, o incluso desde el inicial.

3. Modelo DEA lexicografico

En este apartado se presenta un modelo DEA lexicografico original. Al contrario que en el
apartado anterior, en esta ocasion, el decisor debe proporcionar las preferencias a priori. La
primera decision a tomar sera el nimero de niveles de prioridad (L) y el subconjunto de
entradas y salidas a mejorar contenidos en dicho nivel (I' y O' respectivamente).

GOAL NIVEL t

REDUCCION DE ENTRADAS INCREMENTO DE SALIDAS

iel' el keO k'eO'

Figura 2. Jerarquia AHP para la determinacion de los pesos en el modelo lexicografico.

Por tanto, para cada nivel, se resuelve una jerarquia AHP para obtener los pesos asignados a
cada entrada y salida (w;', Viel'y v\, VkeO").

Con esta informacion se resuelve un modelo DEA por cada nivel establecido que asegurard un
punto de operacion eficiente de la siguiente forma:

Sean:

A coeficientes de la combinacion lineal de las unidades existentes en el nivel t
Xit cantidad de entrada i consumida por la solucién obtenida en el nivel t

X' cantidad de salida k producida por la solucion obtenida en el nivel t

Quantitative Methods 1464



xi’ = x;; cantidad de entrada i consumida inicialmente por la DMU objeto de proyeccion
i = yis cantidad de salida k producida inicialmente por la DMU objeto de proyeccién
v mejora obtenida en la direccién dada por los pesos en el nivel t

El modelo DEA propuesto para cada nivel t, asumiendo de nuevo tecnologia VRS, es el
siguiente:

Max Y

S.a:

Z?utj xijs(l—yt wlt)x? Viel
ok
Zktjxijs{l—(ys)wis]x? Vi<s<t Viel®

L
z%tjxijﬁ x? ‘v’ie[ U ISJUIF

s=t+1

> th ykj2(1+ytvi[()-yg VkeO!
*
thj ykj2[1+(ys) Vi]yg Vi<s<t VkeO?®

L
> 2 yig vy Vke[ UOSJUOF
J s=t+1

xtjzo Vi y'=0

Puede observarse que la funcion objetivo representa el maximo incremento a lo largo de la
direccion dada por el vector de pesos, en este nivel de prioridad. Las restricciones sobre las
proyecciones de los recursos y productos obtenidos en este nivel garantizan:

e que las proyecciones en niveles anteriores son mantenidas en el actual.
e que para las entradas y salidas que no han sido consideradas en niveles superiores, asi

, . . F F . ..,
como para aquéllas pertenecientes a los conjutos I' y O", se impone la condiciéon de
que los valores iniciales no pueden ser empeorados.
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A su vez, se puede comprobar que los modelos de todos los niveles siempre tienen soluciones
admisibles ya que la solucidn inicial es admisible en el primer nivel y el 6ptimo del nivel
previo es siempre admisible en el siguiente modelo.

4. Aplicacion al sector bancario

Se realizara un estudio de diferentes sucursales de una firma bancaria (Silva Portela et al
(2003)) para cada una de las metodologias propuestas, analizando sus resultados. Se
consideran 24 sucursales con dos entradas (costes de personal, SC y otros costes de operacion,
00C) y tres salidas (valor de cuentas corrientes, VCA; valor de créditos concedidos, VC; e
ingresos debidos a intereses, IR). Todas las entradas y salidas son discrecionales, con lo que
los conjuntos I' = OF = &. Se ilustran los modelos multiobjetivo con la proyeccion VRS de
una de las DMUs presentes en el problema, concretamente DMU B3, cuyos recursos y
produccion son SC=16.819, 00C=24.471, VCA=4892.269, VC=10238.760 e IR=52.234.

4.1. Proyeccion multiobjetivo interactiva

Asumiremos que el decisor primero proyecta DMU B3 usando un modelo BCC-I
convencional (Banker et al. 1984). El punto resultante (cuyas entradas y salidas son
SC=12,688; O0C=18,461; VCA=4892,629; VC=10238,760 ¢ IR=52,234) sera considerado el
punto inicial. En la primera iteracion interactiva, el decisor forma los siguientes conjuntos que
I, ={SC}, I['= {00C}, O; = {VCA,IR}, O, = {VC} I°= 0= &. Ademas establece que los
valores de los cambios producidos en las entradas y salidas de cualquiera de las iteraciones no
debera excederse en valor absoluto de 2 para SC, 4 para OOC, 1000 para VCA, 3000 para VC
y 10 para IR (con la notacion usada para el modelo: A sc; = 2; A+OOC,t =4; 8+VCAJ = 1000;
8" 1R = 10; 8 vei = 3000).

Las entradas y salidas de la proyeccion obtenida por el modelo multiobjetivo interactivo, con
las matrices de comparaciones de la figura 3, son las siguientes: SC=11,147; OOC=21,287;
VCA=5386,483; VC=10238,760 ¢ IR=62,010.

Mejora | Empeor. SC VCA IR 00C vC
Mejora 1 2 SC 1 2 4 00C 1 2
Empeor. V2 1 VCA 72 1 2 vC 72 1
IR YVa Vs 1
Wsc Wooc Wvea Wve WIR
381 222 191 111 .095

Figura 3. Matrices de comparacion y pesos resultantes para la primera iteracion del modelo interactivo.
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La siguiente iteracion utiliza como punto de operacion inicial el conseguido en el anterior
paso. Supondremos que en esta ocasion, el decisor conforma los siguientes conjuntos:
I ={00C }, I/={SC}, O = {VCA}, O, = {IR}, 1= y 0= {VC}. En la figura 4 se
tienen las matrices de comparacion por pares usadas y los pesos resultantes. El nuevo punto
proyeccién en esta segunda iteracion es: SC=13.147, OOC=21.287, VCA=5767.954,
VC=10238.760 and IR=62.010.

Mejora | Empeor. 00C VCA SC IR
Mejora 1 2 00C 1 3/4 SC 1 .6
Empeor. ¥ 1 VCA 4/3 1 IR 1.66 1
Wsc Wooc Wvca Wyc WIR
125 286 381 0.0 208

Figura 4. Matrices de comparacion y pesos resultantes para la segunda iteracion del modelo interactivo.

Suponiendo que el decisor opina que los valores obtenidos por el modelo para las
dimensiones SC y VC son satisfactorios, en la tercera iteracion propone los siguientes
conjuntos: I; ={00C}, I'=@, O = {IR}, O,={ VCA }, I = {SC} y O = {VC}. Esto
lleva a una proyeccion que pertenece a la frontera eficiente y cuyos valores son SC=13.147,
00C=21.214, VCA=5767.954, VC=10238.760 and IR=68.119, usando las matrices de
comparacion y pesos resultantes de la figura 5.

Mejora | Empeor. 00C IR VCA
Mejora 1 3 00C 1 12 VCA 1
Empeor. 1/3 1 IR 2 1
Wsc Wooc Wvca Wvc Wir
0.0 25 25 0.0 5

Figura 5. Matrices de comparacion y pesos resultantes para la tercera iteracion del modelo interactivo.
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4.2. Proyeccion multiobjetivo lexicografica

En esta ocasion se supone que el decisor desea de nuevo proyectar DMU B3 pero que
considera un nivel de prioridad Unico con la matriz de comparacion y vectores resultantes
mostrados en la figura 6. Los inputs y ouputs generados en el modelo lexicografico son
SC=12,598, O0C=21,396, VCA=5595,143, VC=10973,83 ¢ IR=64,808.

Nivel t=1
Inputs | Outputs VCA vC IR
Inputs 1 32 VCA 1 2 4
Outputs 2/3 1 vC 23 1 2
IR Ya Ya 1
SC 00C
SC 1 2 Wsc Wooc Wyca Wye WIR
00C 172 1 0.4 0.2 229 114 .057

Figura 6. Matrices de comparacion y pesos resultantes para la primera iteracion del modelo lexicografico.

Si a continuacion el decisor decide establecer dos niveles, con I'={SC} and O'={VCA;VC}
en el primer nivel y I’={OOC} and O’={IR} en el segundo, con las matrices dadas en la
figura 7, se obtendrian los siguientes valores SC=10,182, OOC=23,250, VCA=5260.4,
VC=12536,83 ¢ IR=61,428.

Nivel t=1

Inputs Outputs VCA vC
Inputs 1 1.5 VCA 1 2.5 Wsc Wooc WvyCA Wye WIR
Outputs | 0.67 1 vC 0.4 1 0.6 11 0.285 ---
Nivel t=2

Inputs Outputs
Inputs 1 4 Wsc Wooc WvcA Wyc Wir
Outputs | .25 1 - 2 --- .8

Figura 7. Matrices de comparacion y pesos resultantes para la segunda iteracion del modelo lexicografico.
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5. Resumen y conclusiones

En este articulo se han propuesto dos técnicas para obtener puntos de operacion eficientes
bajo una perspectiva multiobjetivo. En el primero, en cada iteracién el decisor proyecta el
actual punto de operacion, mejorando algunas entradas y salidas seleccionadas a priori,
manteniendo otras constantes y permitiendo un eventual empeoramiento de las tltimas, todo
ello de manera controlada. Los pesos relativos con los que las entradas y salidas del problema
pueden mejorar o empeorar se calculan a través de la técnica multiobjetivo AHP.

Por otro lado, también con la técnica AHP se determinan los pesos relativos de las entradas y
salidas del segundo método multiobjetivo. Sin embargo, en esta ocasion el decisor establece
un numero de niveles de prioridad y asigna las entradas y salidas que desea mejorar o permite
empeorar a uno de esos niveles de preferencia. Por tanto, para cada nivel de prioridad es
necesario resolver una jerarquia AHP para, una vez calculados los pesos asociados a cada
entrada y salida, introducirlos en el modelo DEA propuesto para maximizar las mejoras de
esas entradas y salidas. La naturaleza lexicografica de este ultimo método garantiza que los
targets calculados para las entradas y salidas de cada nivel de prioridad sean mantenidas en lo
sucesivo en niveles de menor prioridad.

Ambos métodos han sido resueltos en una ilustracion encontrada en la bibliografia, mostrando
de esta forma la versatilidad de los modelos expuestos y su utilidad a la hora de encontrar
puntos de operacion hacia los que tender con las preferencias fijadas por los analistas.
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