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Resumen

Nuestro principal resultado en este trabajo es desarrollar un procedimiento para transformar una distribucion
de posibilidad inicial en una funciéon de densidad de probabilidad, de tal forma que la funcién obtenida
contenga la misma incertidumbre que la distribucién incial. El aspecto méas importante del procedimiento es la
utilizacion del Principio de Preservacion de Informacién, el cual es en si mismo un método general para
transformar datos desde una representacion inicial de incertidumbre a una nueva representacion.
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1. Introduccion

A fin de utilizar las ventajas de las diferentes teorias sobre incertidumbre en los sistemas
basados en el conocimiento, necesitamos la capacidad para pasar de una teoria a otra, segun
proceda. Estos movimientos, o transformaciones, deben satisfacer ciertos requisitos
justificables. Asi, se necesita que los valores que expresan la incertidumbre en una de las
teorias (probabilidades, posibilidades, asignacion de masa, etc.) sean transformados en los
correspondientes valores por medio de una escala apropiada. Ademas, es necesaria que la
cantidad de incertidumbre (e informacion) sea conservada a traves de la transformacion. Las
transformaciones que satisfacen estas dos necesidades (escala e invarianza de incertidumbre)
son conocidas como transformaciones que preservan la informacion.

Estos tipos de transformaciones han sido estudiadas extensamente por Klir (1990) y Geer y
Klir (1992) solo en el caso discreto. Estan basicamente guiadas por dos principios: i) la
conservacion de la incertidumbre -la incertidumbre contenida en la distribucién de posibilidad
debe ser igual a la incertidumbre contenida en la funcion de densidad de probabilidad
expresada en términos de la entropia de Shannon-; ii) la transformacion es calculada mediante
una escala apropiada -transformacion mecanica de datos. En su trabajo Klir (1990) propone
diferentes transformaciones a escala: ratio scale, interval scale y log-interval scale.

Hemos llevado a cabo un amplio estudio de las diferentes transformaciones posibilidad-
probabilidad existentes en la literatura, para transformar datos en el caso continuo, y hemos
encontrado los trabajos de Chanas y Nowakowski (1988), Lee y Li (1988), Gupta (1992),
Negi y Lee (1992), Dubois, Prade y Sandri (1993), Wonnenberger (1994), Baudrit (2006) y

%8 Este trabajo se enmarca dentro del proyecto de investigacién subvencionado por el Ministerio de Ciencia e
Innovacion con referencia TIN2009-14374-C03-01.
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Florea et al. (2008). Las transformaciones propuestas por Chanas y Nowakowski (1988), Negi
y Lee (1992) y Dubois, Prade y Sandri (1993) conducen al mismo resultado, la diferencia es
el método utilizado para obtenerlas, y es su transformacion la méas utilizada por los autores
gue necesitan incorporar incertidumbre en sus trabajos (Lee y Llinas, 2003; Lee et al., 2005;
Rebiasz, 2007). De todas ellas, solo la transformacion propuesta por Wonneberger (1994)
verifica el principio de invarianza de incertidumbre a través de un parametro g, pero a

diferencia de la suya, la transformacion que vamos a proponer en este trabajo es mas comoda
y con menor coste computacional por ser facilmente determinable el pardmetro g. Las

transformaciones propuestas por el resto de autores aunque si verifican el principio de
consistencia no verifican el principio de invarianza de incertidumbre, lo que supone que la
cantidad de incertidumbre (e informacion) no es preservada cuando una representacion de
incertidumbre posibilista es transformada en su contrapartida probabilista.

Por ello, nuestro objetivo en este trabajo es desarrollar una transformacion posibilidad-
probabilidad en el caso continuo, de manera que la funcion de densidad de probabilidad
obtenida con la transformacion contenga la misma incertidumbre que la distribucion de
posibilidad original ademas de mantener unos principios basicos de las transformaciones tales
como el principio de preservacion de la ignorancia o el principio de preservacion de la
simetria. El aspecto mas importante de nuestra aproximacion es la utilizacion del principio de
invarianza de incertidumbre o Principio de Preservacion de Informacion, inicialmente
definido por Klir (1990), el cuél en si mismo es un procedimiento para ir desde una
representacion de incertidumbre inicial a una nueva representacion. Ademas, compararemos
nuestra transformacion con otras transformaciones propuestas en la literatura (Dubois, et al.
1993) por medio del principio de consistencia el cual establece condiciones bajo las cuales
una distribucion de posibilidad y una distribucion de probabilidad son consideradas
consistentes. Este principio fue inicialmente presentado por Zadeh (1978) y posteriormente
desarrollado por Dubois y Prade (1982).

2. Principio de Preservacién de Informacion y Principio de Consistencia

En esta seccion detallamos las caracteristicas de ambos principios asi como las condiciones
que debe cumplir la transformacion posibilidad-probabilidad que preserva la informacion.

2.1. Principio de Preservacion de Informacion

El Principio de Preservacion de Informacion fue inicialmente introducido por Klir (1990).
Intenta establecer conexiones entre representaciones de incertidumbre e informacion en
teorias matematicas alternativas. El principio requiere que la cantidad de incertidumbre (e
informacidn) sea preservada cuando una representacién de incertidumbre en una teoria
matematica es transformada en su contrapartida en otra teoria, “la cantidad de informacion es
preservada si y solo si la cantidad de incertidumbre es preservada”. Asi, el principio
garantiza que ninguna informacion es inconscientemente afiadida o eliminada Gnicamente al
cambiar el marco matematico en el cual un fenémeno concreto esta formalizado.

Para transformar la representacion de un problema en una teoria T1, en una representacion
equivalente en otra teoria T2 utilizando el Principio de Preservacion de Informacién es
necesario que:

1. La cantidad de incertidumbre asociada con la situacion sea preservada cuando nos
movemos desde T1 a T2. Esta condicion garantiza que no hay incertidumbre afiadida o
eliminada por el cambio en la teoria matemaética en la cual un fenémeno particular es
formalizado. Si la cantidad de incertidumbre no fuera preservada entonces o bien
alguna informacion no soportada por la evidencia seria inconscientemente afiadida por
la transformacion (informacion sesgada) o alguna informacion Gtil contenida en la
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evidencia seria inconscientemente eliminada (informacion perdida). Para garantizar
que esta condicién se cumple en primer lugar necesitamos definir las medidas de
incertidumbre que calculan la cantidad de incertidumbre asociada a una teoria
matematica y, posteriormente, calcularemos la transformacion de manera que si

U u esla medida de incertidumbre de la distribucion de posibilidad 2y H f es

la medida de incertidumbre de la funcion de densidad de probabilidad f, entonces
Uu=HT.

2. El grado de creencia en T1 serd convertido a su contrapartida en T2 mediante una
escala apropiada. Esta condicion garantiza que ciertas propiedades de ., las cuales

son consideradas esenciales en el contexto dado (tal como el orden o proporcionalidad
de valores relevantes), sean preservadas bajo la transformacion. Las transformaciones
bajo las cuales ciertas propiedades de una variable numérica permanecen invariantes
son conocidas en la teoria de la medida como escalas. Esta condicion nos obliga a que
la transformacion propuesta por nosotros sea una escala. Estudiadas las diferentes
transformaciones a escala propuestas por Klir (1990), en el caso discreto, obtenemos
que la Unica transformacion que preserva el principio de consistencia es la

transformacion log-interval scale, que esta formulada como: p; = a-ﬂiﬂ.

Por tanto, para conseguir nuestro objetivo de encontrar una transformacion en el caso
continuo basada en Principio de Preservacion de Informacion tenemos que: i) definir
adecuadamente las medidas de incertidumbre en las dos teorias matematicas, U u vy

H f :ii) definir una transformacion a escala para el caso continuo tal que f X =f_,.u X

donde f__. es una funcion que preserve la escala tal como la propuesta para el caso discreto;

scale

iii) mediante laigualdad U # =H f calcular la funcion de densidad de probabilidad f.

2.2. Principio de Consistencia

El principio es de uso en situaciones en las cuales lo que es conocido acerca de una variable
X es su distribucion de posibilidad méas que su distribucion de probabilidad. En tales casos, el
Principio de Consistencia proporciona una base para la transformacion desde la distribucién
de posibilidad a la distribucion de probabilidad de X . Ademés, métodos los cuales deriven
medidas de probabilidad desde datos posibilisticos y viceversa deben ser respetuosos con este
principio a fin de ser intuitivamente aceptados. Este principio es un resultado del hecho de
que “lo que es posible” influye y esta influenciado por “lo que es probable”. Zadeh (1978)
definid la medida de consistencia en el caso discreto: dada la variable x que toma los valores

u,,...,u, con distribucién de posibilidad I1= 7,...,7, y con distribucién de probabilidad
P=p,...P, entonces la medida de consistencia entre II y P es

n , . .
y=m P +,P, T, P, = Zizlﬂ'i P, . Asi, cuanto mayor es » mayor es la consistencia entre

las dos distribuciones (Oussalah, 2000). Chanas y Nowakowski (1988) definen la medida o
grado de consistencia en el caso continuo entre una distribucion de posibilidad 4 y una

funcion de densidad de probabilidad f como y = L,u x f x dx.

Por ultimo, Dubois y Prade (1982) analizan este concepto de consistencia y consideran que
una distribucion de posibilidad IT y una distribucion de probabilidad P son consistentes si la
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informacidn suministrada por IT esta contenida en la informacion dada por P. Esto lleva a
MA>2P A vA PA=) p, IITA=max,7.

3. Medidas de incertidumbre en el caso continuo

La caracterizacion y cuantificacion de la incertidumbre asociada con conjuntos fuzzy o con
espacios probabilisticos son cuestiones importantes que afectan a la gestion de la
incertidumbre en la modelizacion y disefio de sistemas. En esta seccidn llevaremos a cabo un
estudio de las diferentes medidas de incertidumbre que hemos encontrado en la literatura, en
el caso continuo, y determinaremos cuales reflejan el mismo tipo de incertidumbre en las dos
teorias analizadas a fin de poder determinar nuestra transformacion.

3.1. Medidas de incertidumbre de distribuciones de probabilidad

En Cover y Thomas (1991) se define el concepto de entropia diferencial, o entropia de
Boltzmann, la cual es la entropia de una variable aleatoria continua, y es similar en alguna
forma a la entropia de una variable aleatoria discreta, la entropia de Shannon (1948), si bien
hay algunas importantes diferencias (por ejemplo, puede ser negativa). La entropia

diferencial H f de la variable aleatoria continua X con funcion de densidad de probabilidad

f X es definida como la integral, si existe: H f =—[ f x Inf x dx.

Wonneberger (1994) define la entropia de una funcion de densidad de probabilidad para el
caso continuo de dimensién n. Pero cuando la dimension es n=1 entonces la entropia
definida por Wonneberger es igual a la entropia diferencial definida por Cover y Thomas. La
medida de incertidumbre debera alcanzar el maximo valor cuando la distribucion es uniforme
(Kapur, 1994). Asi, si X es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el a,b la

entropia diferencial alcanza el maximo valor, con: H f =In b—a .Y, por tanto, el rango de

la entropia diferencial es —o,In b-a ]

3.2. Medidas de incertidumbre de distribuciones de posibilidad

El principio de invarianza de incertidumbre es respetado si elegimos la medida de
incertidumbre que refleja el tipo de incertidumbre equivalente a la entropia diferencial y, por
tanto, el rango de la medida de incertidumbre de la distribucion de posibilidad debe ser

—oo,In b-a ] y la medida debe alcanzar el valor maximo cuando la distribucién es uniforme,
siendo In b—a . En nuestro estudio de la literatura existente respecto a medidas de

incertidumbre hemos encontrado medidas de incertidumbre de distribuciones de posibilidad
en el caso continuo en muchos trabajos, tales como las debidas a De Luca y Termini (1972),
Yager (1983), Higashi y Klir (1983), Klir y Folger (1988), Wonneberger (1994), Kearfott y
Kreinovich (1996), Klir y Wierman (1999), Nufiez et al. (2003) y Li y Liu (2007) (esta es solo
una lista de los trabajos mas representativos). En todas las medidas de incertidumbre hemos
calculado el rango y el valor maximo cuando la distribucién es uniforme y sélo las medidas
de Higashi y Klir (1983) y Wonneberger (1994) verifican las condiciones necesarias para
nuestra transformacion. Ademas, hemos comprobado que las dos medidas toman el mismo
valor cuando el espacio de trabajo es unidimensional. Asi, la Gnica medida de incertidumbre
valida para nuestros propdsitos es la medida definida por estos autores. Esta medida de

incertidumbre para una distribucién de posibilidad ¢ X utilizando la nocion de «-corte es
U u :fln|Aa|da, donde Aa=[:§,,Aa] esel g-corte de 1 X y |A|=A-A, esla
cardinalidad del « -corte.
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4. Transformacion con preservacion de informacion o transformacion con invarianza
de incertidumbre

Conocidas las medidas de incertidumbre en las dos teorias s6lo nos falta definir la
transformacion a escala, por ejemplo adaptando la propuesta por Klir (1990) para el caso

continuo. Asi definimos la transformacién de la funcion de distribucion de posibilidad # X

en la funcion de densidad de probabilidad f X de la forma:
f X =au x / @

Aqui, aplicando el requisito de normalizacion probabilistica _[f X dx=1 obtenemos el valor
del parametro o yde f X :

B
X
f X =au Xﬂ—’u— @)

- jy x ” dx
Por Gltimo, el parametro g es la solucion de la ecuacion: U u =H f |

La transformacidn propuesta por nosotros se encuentra en Lee y Li (1988) para el caso en que
B=1. Asi, Lee y Li proponen que “cuando no se conoce mas informacion que la funcion de

pertenencia 4 X para un evento fuzzy, una funcion de densidad de probabilidad muy
razonable es la funcion de densidad de probabilidad proporcional, lo cual significa que la
probabilidad de ocurrencia de un evento fuzzy debe ser proporcional al valor 4 X , es decir

f X =au X . Essimilar a la idea en la teoria de posibilidad de que si un evento rara vez

ocurre, debe ser menos posible que el evento el cual ocurre mas a menudo”.

Propiedades de la transformacion con preservacion de informacion

Las diferentes transformaciones se caracterizan y clasifican en funcion de las propiedades que
verifican. La transformacion propuesta en este trabajo, ademas de las propiedades de
conservacion de la informacion y preservacion de escala, cumple las siguientes propiedades
(Oussalah, 2000):

1. Biyectividad, en el sentido de que si T es la transformacion posibilidad — probabilidad,
entonces la funcion inversa T corresponde a la transformacion inversa probabilidad
— posibilidad.

2. Fuerte preservacion de preferencia, si el elemento x es preferido sobre otro elemento y
conforme a la distribucién de posibilidad, entonces estd preferencia también se
mantiene en la distribucion de probabilidad obtenida con la transformacion.

3. Preservacion de la ignorancia, si el estado de completa ignorancia ocurre en la
distribucion de posibilidad (todos los elementos del universo tienen posibilidad 1)
entonces este estado debe ser trasladado a la correspondiente funcién de densidad de
probabilidad (distribucién uniforme).

4. Preservacion de la simetria, en el sentido de que la forma general de la distribucién de
posibilidad es la misma en su contrapartida probabilista.

883



5. Comparacién de la transformacion con preservacion de informacion con la
transformacion propuesta por los autores Dubois, Prade y Sandri (1993)

Otro de los objetivo de este trabajo es probar la validez de la transformacion con preservacion
de informacion realizando la comparacion con la transformacion propuesta por los autores
Dubois et al. (1993). Elegimos ésta de las existentes en la literatura porque es la mas utilizada
por los investigadores que necesitan transformar. También hemos realizado la comparacion
con los métodos propuestos por Lee y Li (1988) y Gupta (1993), pero no la incluimos para
resumir el trabajo. Para realizar la comparacion vamos a tomar como punto de partida que la
distribucion de posibilidad viene determinada por un numero borroso triangular (NBT),
porgue los NBT son simples y faciles de manipular en los calculos matematicos, ademas son
muy utilizados en situaciones practicas y en el disefio y modelado de sistemas. Pero la
comparacion que vamos a realizar puede ser llevada a cabo con otras funciones de
pertenencia. En concreto, también la hemos calculado para nimeros borrosos trapezoidales,
pero debido a la limitacion de espacio, s6lo incluimos en este trabajo la comparacién con un
NBT. EI NBT va a ser transformado siguiendo el método propuesto por nosotros en primer
lugar y después siguiendo el método desarrollado por Dubois et al. (1993) En ambos casos,
calcularemos la entropia diferencial y el grado de consistencia entre la distribucién de
posibilidad y la funcion de densidad de probabilidad.

Sea A un NBT de la forma: A= a—d;,a,a+d, con funcion de pertenencia:

X— a—d,
d

a+d, -x .
—— si as<x<a+d,
d,

si a-d, <x<a

con «-corte: A, =[a—d1 -« ,a+d, 1-« ],ysi D =d, +d, entonces la medida de
incertidumbre es U x; X =InD-1con|A,|= d;+d, 1-a =D 1-« .

5.1. Transformacién con preservacion de informacion de un NBT

En primer lugar calculamos la transformacion del NBT en una funcion de densidad de
probabilidad utilizando la transformacion con preservacion de informacién. Para ello
realizamos los siguientes pasos:

1. Calculamos la funcion de densidad f X (2) en la cudl el término del denominador

es: [ u, x ? dx=—2_ entonces:
» B+1

f x :ﬁ—+1,u;\ x "’ 4

D
2. Calculamos la entropia diferencial de la funcion de densidad H f :

1
H f x :—J:f x Inf x dx:ﬁiﬂ—ln% 5)

3. Calculamos el valor del parametro s mediante la igualdad U z; x =H f x |
obteniendo g =5.3054 Yy sustituyendo en (4) el valor del pardmetro g tenemos
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completamente determinada la funcion de densidad de probabilidad obtenida por la
transformacion de un NBT:
_ 6.3054 5.3054

f X T‘UA X (6)

Entropia diferencial: H f X :—J:mzf X Inf x dx=InD-1

Y1

Grado de consistencia: y = fdz uy X foxodx= p+l =0.863
-4 p+2

5.2. Transformacion desarrollada por los autores Dubois, Prade y Sandri (1993)

En segundo lugar calculamos la funcién de densidad de probabilidad, que denotamos f, X |

obtenida desde la transformacion del NBT siguiendo el método propuesto por los autores
Dubois et al. (1993). La funcidn de densidad calculada por este método es:

-1, a-x .

—In si a-d <x<a
f x=f”—d“= o 7
° A -1, x-a _

—In—— si a<x<a+d,

D d,

+d,
Entropia diferencial: H f; X =—J:_d fy X Inf, x dx=InD-1+0.577

+d,
Grado de consistencia: yp = f_d up x fy x dx=0.75

5.3. Interpretacion de los resultados cuando se transforma un NBT

La transformacion propuesta por los autores Chanas y Nowakowski (1988), Negi y Lee
(1992) y Dubois et al. (1993) basa su conversion en el principio de conocimiento insuficiente,
lo que lleva a obtener funcion de densidad con mayor incertidumbre que la contenida en la
distribucion de posibilidad original ya que no verifica el principio de preservacion de
informacidn, como nuestra transformacion cumple dicho principio no se afiade ni se pierde

informacion en la transformacién. Asi vamos que H f; x >U u; x =H f x | es decir,
la entropia diferencial H f, x de la funcién de densidad f, x , es mayor que la medida
de incertidumbre U x; x de la distribucion de posibilidad original ,; x , la cual a su vez

es igual a la entropia diferencial H f x de la funcién de densidad f x .

En cuanto a la consistencia entre ambas distribuciones, la funcién de densidad f x obtenida

por nosotros desde las premisas de Klir (1990) tiene un grado de consistencia con la funcién
de posibilidad », x igual a »=0.863 el cual es mayor que el grado de consistencia de la

funcion de densidad f, x obtenida por Dubois et al. (1993), con un valor de y, =0.75.
Los mismos resultados se obtienen cuando transformamos un numero borroso trapezoidal.
5.4. Grado de consistencia de Dubois y Prade (1982)

Para completar el analisis de la transformacion propuesta en este trabajo, es necesario
comprobar que la premisa bésica de consistencia entre distribuciones de posibilidad y
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funciones de densidad de probabilidad, de la forma « A >f A | VA, o grado de
consistencia de Dubois y Prade (1982), se verifica. Para la transformacion debida a Dubois et
al. (1993) esta4 demostrado en Wonneberger (1994) que se cumple.

En primer lugar sea # A =max,_, 4 X , entonces el conjunto A, como mucho, puede estar

formado por A= a-d,x U X,a+d, con x<x, Y M X =4 X =4 A,y sea
entonces:

B+l S+l
X, — a—d, a+d, —x,

X, +d,
f A= f x dx+ f x dx= + 8
L—dl Jj Dd,” Dd,” ®)
X, — a—d, a+d, —x,
Como U X =u X es = , al ser pB=53054 es
d, d,
5
o (?_dl >(X1_ j_dl j y COmo iﬁd se llega de manera inmediata a que
1 1

u A>f A VA,

Siguiendo un razonamiento similar, hemos probado que grado de consistencia de Dubois y
Prade también se verifica cuando se transforma un nimero borroso trapezoidal.

6. Conclusiones

Después de llevar a cabo un amplio estudio de las diferentes transformaciones posibilidad-
probabilidad existentes en la literatura para transformar datos en el caso continuo, asi como de
las medidas de incertidumbre en las dos teorias utilizadas en este trabajo, hemos desarrollado
una nueva transformacion posibilidad-probabilidad para el caso continuo, que cumple unos
requisitos significativos para que este tipo de transformacién sea aceptada por los
investigadores. El principal requisito que verifica es el principio de preservacion de
incertidumbre el cual garantiza que ninguna informacion es inconscientemente afiadida o
eliminada Unicamente al cambiar el marco matematico en el cual un fenébmeno concreto esta
formalizado. Y verifica el grado de consistencia de Dubois y Prade (1982) asi como las
propiedades de simetria, fuerte preservacion de preferencia, preservacion de ignorancia y
preservacién de simetria. Hemos comparado la transformacién con preservacion de
informacion que proponemos con la transformacion debida a Dubois et al. (1993) y llegamos
a la conclusion de que nuestra transformacidon es mas consistente con la distribucién de
posibilidad original y mantiene la incertidumbre inicial, sin afiadir o eliminar informacion,
cuando se aplica a nimeros borrosos triangulares o trapezoidales. En un trabajo futuro,
utilizaremos esta transformacion para desarrollar la funcion de densidad exponencial con
datos inciertos.
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